NOTAS DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

JORGE LUIS LOPEZ LOPEZ
(BASADO EN EL LIBRO UNDERSTANDING PROBABILITY, DE HENK TIJMS)

En el fondo, la teoria de la probabilidad no es mas que el sentido comun reducido
a célculo; nos permite apreciar con exactitud lo que las mentes precisas sienten con
una especie de instinto que muchas veces son incapaces de explicar. . . . Nos ensena a
evitar las ilusiones que a menudo nos enganan; . . . No hay ciencia méas digna de nuestra
contemplacion ni méas ttil para incluirla a nuestro sistema de educacion publica.

Pierre Simon Laplace, Théorie Analytique des Probabilités (1812)

1. INTRODUCCION

El dado existe desde en la India y en el Oriente Medio desde hace més de catorce siglos. Aunque
los juegos de azar existen desde antes: en Egipto se encontrd alrededor del ano 3500 a.C. un tablero
de un juego de azar en que se lanzaban cuatro huesos de borrego.

Los juegos de dados y otros juegos de azar fueron sujetos por primera vez a un estudio matematico
formal por el matematico y fisico italiano Gerolamo Cardano, quien escribié un libro titulado El Libro
de los Juegos de Azar (1564, en latin, publicado hasta 1663). La aportacién de Cardano consistié en
enfocarse en el conjunto de resultados posibles de un experimento, y para los casos en que todos los
resultados son igualmente probables definié la probabilidad de que ocurra un suceso como lo grande
que es el conjunto que representa a ese suceso con respecto al conjunto que representa a todos los
sucesos posibles, es decir, la probabilidad de que suceda el suceso A es igual a

(1) p(4)

Ejemplo 1. Al lanzar tres dados, hay mas posibilidad de que la suma de los nimeros obtenidos
sea 10 a que sea 9.

Esta afirmacién se puede justificar de la siguiente manera. Los ntimeros obtenidos en cada lan-
zamiento se pueden codificar por un vector con tres entradas, siendo la primera entrada el primer
numero que sale, la segunda el segundo que sale, y la tercera el tercero en salir. Entonces, todos los
vectores que codifican un lanzamiento cuya suma es 10 son los siguientes

tamano del conjunto que representa al suceso A

~ tamano del conjunto que representa a todos los sucesos posibles’

(1,3,6) (2,2,6) (3,1,6) (4,1,5) (5,1,4) (6,1,3)
(1,4,5) (2,3,5) (3,2,5) (4,2,4) (5,2,3) (6,2,2)
(1,54) (2,4,4) (3,3,4) (4,3.3) (5,3,2) (6,3,1)
(1,6,3) (2,5,3) (3,4,3) (4,4,2) (5,4,1)
(2,6,2) (3,5,2) (4,5,1)
(3,6,1)

que son 27 en total. Un andlisis andlogo se puede hacer para ver que los vectores que codifican un
lanzamiento cuya suma es 9 son 25 en total. Esto muestra que hay maés chance de que la suma de
los nimeros obtenidos sea 10 a que sea 9 (si el dado es honesto).
Si ademads se quiere calcular la probabilidad de que el lanzamiento arroje una suma igual a 10,
notar que hay 63 = 216 vectores que codifican todos los resultados posibles al lanzar los tres dados.
1
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Por lo tanto, aplicando la férmula (1), la probabilidad de que el lanzamiento arroje una suma igual

a 10 es %. Andlogamente, la probabilidad de que el lanzamiento resulte en una suma igual a 9 es
25
216"

Ejemplo 2. Se escogen al azar los niimeros b y ¢ en el intervalo (—1,1). ;Cudl es la probabilidad
de que la ecuacién 22 + bz + ¢ = 0 tenga raices reales?

Para contestar la pregunta, es natural representar al par de nimeros b y ¢ mediante el punto (b, ¢)
en el plano cartesiano R?. Entonces la hipdtesis se traduce en que el punto (b, c) se escoge al azar
en el cuadrado C = (—1,1) x (—1,1), que es de tamaifio 2 x 2, y la condicién de tener raices reales se
traduce en la desigualdad 0 < b% — 4c, que determina una regién de 4rea 2+ fil %de =2 —&—% dentro

del cuadrado C. Usando la férmula (1), se concluye que la probabilidad buscada es 134j = %.

1.0.1. Tarea. Verificar las afirmaciones siguiente.

1. Si una familia tiene cuatro hijos, es menos probable tener dos hijos de cada sexo que tener
tres hijos de un sexo y otro del otro sexo.

2. Tres ninos quieren elegir a uno de ellos. Para esto, cada uno de ellos tira un volado si-
multdneamente con los demés. Se elige aquel que obtenga un resultado distinto. Entonces la
probabilidad de que uno de ellos sea elegido en el primer volado simultdneo es mayor a que
probabilidad de que tengan que seguir jugando mas volados para elegir a uno.

3. Fulano y Sutano lanzan simultaneamente un dado cada uno y luego calculan la diferencia de
los ntimeros que resultan (la diferencia es el valor absoluto de la resta). Fulano gana si la
diferencia es 0, 1 o 2. En cualquier otro caso gana Sutano. Este juego no es justo: tiene mas
probabilidad de ganar Fulano.

4. Sea 6 un angulo escogido al azar en el intervalo [0, 27). La probabilidad de que sin?f < 1 /2
resulta ser igual a 1/2.

5. Fulano tiene un dado con los ntimeros 5, 5, 5, 1, 1, 1. Sutano tiene un dado con los ntimeros
4,4,4, 4,0, 0. Ambos lanzan sus dados. La probabilidad de que Fulano obtenga un nimero
mayor que Sutano es 2/3.

Mengano tiene un dado con los nimeros 3, 3, 3, 3, 3, 3. Perengano tiene un dado con los
nimeros 6, 6, 2, 2, 2, 2. Ambos lanzan sus dados. La probabilidad de que Mengano obtenga
un ndmero mayor que Perengano es de 2/3.

La probabilidad de que Sutano obtenga un niimero mayor que Mengano también es 2/3.

En vista de lo anterior, uno podria pensar que la probabilidad de que Fulano obtenga un
numero mayor que Perengano sea mayor que 1/2, pero resulta ser 1/3.

La definicién de probabilidad mediante la férmula (1) puede ser en estos dias algo obvia. Pero a
partir de ella uno puede desarrollar la teoria para calcular probabilidades méas complejas que incluso
nos permiten formalizar situaciones que no son obvias, como en el siguiente ejemplo, que a su vez
también pone a prueba nuestra intuicién acerca de la probabilidad.

El dilema de Monty Hall. Se acerca el climax de un concurso. Suena un redoble de tambores.
El presentador del concurso te lleva a una pared con tres puertas cerradas. Detras de una de las
puertas esta el automévil de tus suenos, y detras de cada una de las otras dos hay una lata de comida
para perros. Las tres puertas tienen las mismas posibilidades de ocultar el automévil. El presentador,
una persona de confianza que sabe exactamente qué hay detras de cada una de las tres puertas, te
explica como funcionara el juego. Primero, elegiras una puerta sin abrirla, sabiendo que después de
que lo hayas hecho, el presentador abrird una de las dos puertas restantes para mostrar una lata de
comida para perros. Cuando hayas hecho esto, tendras la oportunidad de cambiar de puerta; ganaras
lo que esté detrds de la puerta que elijas en esta etapa del juego. ;Aumentas tus posibilidades de



NOTAS DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 3

ganar el automévil si cambias de puerta? Probaremos méas adelante que si. Mostraremos después
que la probabilidad de ganar si cambiamos de puerta es 2/3.

Este dilema apareci6 en el el New York Times en 1991. Algunas personas insisten con vehemencia
que no importa si un jugador cambia de puerta al final del juego, mientras otras sostienen con con-
fianza que el jugador debe cambiar de puerta. Incluso muchos profesores de matematicas se equivocan
al responder esta cuestion. Este tipo de ejemplos demuestran que, en situaciones de incertidumbre,
uno necesita métodos racionales para evitar trampas mentales. La teoria de la probabilidad nos
proporciona esos métodos.

1.1. La probabilidad en la practica. En 1654 el apostador Chevalier De Méré menciond, en
una carta dirigida a Pascal, que habia descubierto una contradicciéon en la aritmética basandose en
el siguiente razonamiento: De Méré sabia que era ventajoso apostar que al menos un seis saldria al
tirar un dado 4 veces, pero su experiencia como jugador le ensené que no era ventajoso apostar a
que al menos caeria un doble seis al lanzar un par de dados 24 veces, y entonces concluyé que no
se valia la ley de las proporciones, pues 4 es a 6 (siendo 6 los posibles resultados al lanzar un dado)
como 24 es a 36 (siendo 36 los resultados posibles al lanzar dos dados). El mismo Cardano considera
el problema en el capitulo 11 de su libro y calcula de manera incorrecta, sin usar su férmula (1),
que con 18 lanzamientos de un par de dados la probabilidad de que aparezca al menos un doble seis
es mayor que 1/2. Mds alld de los razonamientos incorrectos, al usar la férmula (1) resulta que la
probabilidad de que al menos un seis salga en un lanzamiento de cuatro dados es igual a 0.5177,
mientras que la probabilidad de que al menos un seis doble salga al lanzar un par de dados 24 veces es
0.4914. ; Cémo fue capaz de estimar empiricamente De Méré estas probabilidades sin hacer el calculo
matematico necesario? Lo que sucede es que hay una manera empirica de calcular la probabilidad,
ademds de la tedrica que resulta del uso de la férmula (1).

Suponer que cierto experimento de azar se repite un gran ntmero de veces bajo las mismas
condiciones, y de manera que las repeticiones del experimento son independientes una de otra (es
decir, el resultado en cada repeticién no influye en el resultado en otras repeticiones). Sea A un
suceso posible en el experimento. La frecuencia relativa del suceso A en las primeras n repeticiones
de ese experimento se define como

nimero de veces que el suceso A ocurre en las primeras n repeticiones del experimento

fn(A) =

n

Entonces uno podria esperar que al repetir més y mas veces el experimento, la frecuencia relativa
se va aproximando a la probabilidad de que suceda A, es decir,

(2) p(A) = lim fn(A),

lo cual de paso daria una aplicacion préactica de la probabilidad. Los fendmenos que satisfacen la
férmula (2) se denominan aleatorios o estocdsticos. La capacidad de las compainias de seguros, o de
los casinos, para generar beneficios se basan en esta férmula.

Un problema de cumpleanos. Vas con un amigo a ver un partido de futbol. En el partido
participan 22 jugadores de los dos equipos y un arbitro. Tu amigo apuesta a que, entre esas 23
personas que hay en la cancha, al menos dos tendréan la misma fecha de cumpleafios. Si no es asi,
recibirds cien pesos de tu amigo. ;Cudnto dinero deberias pagarle a tu amigo para que la apuesta
sea justa? Uno puede responder esta pregunta usando la férmula (2) como sigue.

Vamos a excluir el 29 de febrero de nuestros calculos y vamos a suponer que los 365 dias que quedan
son igualmente probables (la cual puede ser una hipétesis cuestionable). Los dias de cumpleatios de
las 23 personas en la cancha pueden arreglarse en un vector con 23 entradas; en la primer entrada
estd el cumpleanos de la persona 1, en la segunda el de la persona 2, y asi sucesivamente. Para
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contar la cantidad de vectores que poseen entradas repetidas podemos considerar todos los vectores
posibles y quitarle los vectores que no tienen entradas repetidas:

cantidad de vectores

o= 365"  — 365364 x363x362x - x 344 x 343.
con entradas repetidas —~—
vectores posibles vectores que no tienen entradas repetidas

Luego la probabilidad de que el vector tenga entradas repetidas es

36528 — 365 x 364 x - - - x 343 365 364 343
S (22 (222 222 ~ 0.5073.
36523 (365) 8 (365) x (365)

Sea z la cantidad que recibird tu amigo si gana la apuesta. Entonces tu amigo ganard x pesos
con probabilidad 0.5073 y perdera 100 pesos con probabilidad 0.4927. Aqui es donde entra en juego
la férmula (2). Supongamos que la apuesta se repite una gran cantidad de veces. Denotar por g,
las veces que tu amigo gana en las primeras n apuestas. Por lo tanto tu amigo ganard xg, pesos y
perderd 100(n—g,, ) pesos en las primeras n apuestas. Decir que la apuesta es justa se traduce en decir
que 7}1—{20 [xgn —100(n—g,)] = 0; en otras palabras, al incrementar el nimero de apuestas la ganancia

del amigo tiende a cero (esto significa que tu amigo no se enriquece ni se empobrece repitiendo la

Tgn 7100(nfgn)

apuesta una cantidad indefinida de veces, y ti tampoco). Entonces 1{im = 0 por el

n— oo

limite anterior. Puesto que %0("79”) =z —100(1 — 2») = xf, — 100(1 — f,) donde f, es la
frecuencia relativa con la que el amigo gana la apuesta en las primeras n apuestas, el limite anterior
se traduce en

lim [z f, —100(1 — f,)] =« lim f, —100(1 — lim f,)=0.
n—00 n—o00 n—r00

Usando la férmula (2), esta tdltima igualdad se convierte en zp — 100(1 — p) = 0, donde p ~ 0.5073
es la probabilidad de que el amigo gane la apuesta. Sustituyendo el valor de p en esta ecuacion con
incognita x se tiene 0.5073z = 49.27, dando como resultado x ~ 97.122.

En el ejemplo anterior se muestra el concepto de ganancia esperada:

ganancia _ [ cantidad ganada en « probabilidad de _( cantidad perdida en o probabilidad de
esperada cada experimento ganar tal cantidad cada experimento perder tal cantidad

En particular, la ganancia esperada de tu amigo fue zp—100(1—p). Este concepto, o su generalizacién
que lleva el nombre de valor esperado, el cual revisaremos més adelante, aparecen en el libro Sobre
el razonamiento en los juegos de azar (1660, en alemén) del astrénomo alemén Christiaan Huygens.
Entre los problemas analizados en este libro se encontraba el de cémo dos jugadores en un juego de
azar deberian dividir las apuestas si el juego termina prematuramente. Veamos otros dos ejemplos
del concepto de ganancia esperada, aplicado a seguros y a casinos.

Seguro contra incendios. Un industrial pide a una compania de seguros que le asegure su
fabrica contra un incendio. La compania de seguros averigua que la probabilidad anual de incendio
de ese tipo de fabricas es igual a ﬁ, vy que la fabrica del industrial estd valuada en 3,000,000
pesos. Suponer que la pdliza de seguro que ofrece la compania al industrial tiene un cuesto de x
pesos, v que el seguro se renovard cada ano una gran cantidad de veces. Denotar por ¢, las veces
que se incendia la fabrica en los primeros n anos. Entonces la ganancia de la compania de seguros
durante los primeros n anos sera de zn — 3,000, 000q, pesos, que representa una ganancia anual de
x — 3,000,000, pesos, donde f, = ¢,/n es la frecuencia relativa de incendios. Esta ganancia debe
ser positiva con el paso del tiempo para que la compania de seguros obtenga un beneficio por su
servicio, es decir, 0 < hm (w — 3,000, 000f,) = = — 3,000,000 hm fn =& — 3,000,000(155) (en

la dltima igualdad se usé la férmula (2)). Se concluye que la pohza contra incendios debe tener un
valor x mayor que 6,000 pesos. Notar que la ganancia esperada por ano de la compania de seguros

es precisamente z(1) — 3,000, 000(135) = = — 6, 000.
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Ruleta europea. La ruleta europea usa los niimeros del 0 al 36, siendo 0 un nimero reservado

para la casa. El jugador compite contra la casa escogiendo k ndmeros, con k € {1,2,...,36}. El
jugador gana si cae cualquiera de sus niimeros escogidos, recibiendo 3—,? — 1 veces la cantidad que
aposto, adicional a lo apostado. La ganancia esperada del casino por cada euro apostado es
37—k 36 k 1
IX|(———)—(—-——-1]) X === -, ie. aproximadamente 2.7 centavos.
( 37 ) ( k ) 37 37 P

En decir, se espera que a la larga por cada 37 euros apostados el casino se quede con 1 euro.

Analicemos un poco mas la férmula (2). Por ejemplo, si A es el evento de que caiga &gila en
un volado, la férmula (2) no dice nada de lo que sucederd en cada volado por si solo, més bien
predice el comportamiento a la larga en la situacién hipotética de que los volados se repitan una
cantidad ilimitada de veces. Al lanzar un volado la probabilidad de obtener dguila es 1/2, pero esto
no quiere decir que al lanzar muchos volados la cantidad de aguilas y de caras deberia parecerse
cada vez més, esta es la falacia del apostador: Al jugar volados, después de un gran nimero de veces
consecutivas que cae aguila el apostador esperaria que caiga una cara, pero esto no necesariamente
sucede; es un error pensar que los volados previos influirdn en los siguientes, pues la moneda no
tiene memoria. Lo que sucede tipicamente es que al ir lanzando cada vez mas volados la diferencia
entre el nimero de caras y de dguilas se hace arbitrariamente grande. Por ejemplo, imaginar que al
lanzar 2n volados se obtienen a,, = n + |y/n| dguilas, donde |z] denota la funcién mayor entero
menor o igual que x. Entonces en esos 2n volados deben caer ¢,, = n— |y/n] caras. En esta situacién
particular la diferencia entre dguilas y caras se hace arbitrariamente grande mientras que cualquiera
de los cocientes a,/(2n) y ¢,/(2n) tiende a 1/2, respetando la férmula (2).

1.1.1. Ley de los grandes nimeros de Kolmogorov. Hay un teorema conocido como la Ley de los
Grandes Nimeros que explica la férmula (2) en un sentido matemédtico, demostrado alrededor de
1930 por Andrey Nikolayevich Kolmogorov, uno de los matematicos méas sobresalientes del siglo XX.

No hay razén para que la férmula (2) se cumpla siempre. Por ejemplo, supongamos la situacién
“rara” (jen qué sentido?) en la que al aventar una cantidad indefinida de volados, primero cae 1
aguila, luego caen 2 caras, luego 4 4guilas, luego 8 caras, luego 16 4guilas, luego 32 caras, luego
64 4guilas, y asi sucesivamente. Entonces se puede ver que fy2r_; = 1/3 para todo entero positivo
k, mientras que forrt1_; = (4 x 48 —1)/(6 x 4% — 3), la cual tiende a 2/3 cuando k — oo, y por
lo tanto f,,(A) no converge. También existe la situacién “rara” en la que a partir de cierto volado
caen solamente caras, por ejemplo, en cuyo caso 7}1_{1;0 fn(A) =0, en la que eventualmente caen solo

dguilas, en cuyo caso lim f,(A) = 1. Sin embargo, Kolmogorov logrd formalizar en qué sentido
n—oo
tales situaciones son “raras”:

Afirmacién. Si se avientan volados una cantidad ilimitada de veces, el resultado es
una palabra infinita w de C’s y A’s, donde cada letra registra si cayé cara (C') o dguila
(A) en cada volado. Se define

K, (w) = la cantidad de C’s en las primeras n letras de w.
Por ejemplo, si w = CAACCCACC ..., se tiene que K5(w) = 3 y Kg(w) = 5. El
cociente K, (w)/n es llamado frecuencia relativa del nimero de caras en la palabra w.
El conjunto de todas las palabras infinitas de C’s y A’s posee una medida (i.e. una
forma de medir subconjuntos del conjunto de tales palabras) que es natural y que se
puede construir explicitamente, en la cual el subconjunto

T:{w: 1me”(“)=1}

n—oo n 2

es de medida total (i.e. su complemento es de medida cero).
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Naturalmente, lo mismo ocurre para la frecuencia relativa del ntimero de aguilas. Esta afirmacion,
junto con la construccién de dicha medida, seria el enunciado de la Ley de los Grandes Ntumeros en
el contexto de los volados, pero Kolomogorov demostrd este teorema en un contexto mas general
que el de los volados, incluyendo cualquier experimento de azar que se repite una cantidad ilimitada
de veces bajo las mismas condiciones, en el cual cada repeticién es independiente de las demds,
concluyendo que la férmula (2) se cumplird, excepto en situaciones “muy raras” que forman un
conjunto de medida cero en el espacio de todas las situaciones posibles.

1.1.2. Tarea.

1. Realizar 15 repeticiones del experimento del Ejemplo 1, indicando la frecuencia con la que se
di6 la suma 10 y la suma 9.

2. Realizar 20 volados, indicando la frecuencia con la que cayé aguila.

3. Resulta que la probabilidad de que en un grupo de 101 personas al menos dos tengan la
misma fecha de cumpleanos es aproximadamente igual a 0.9999998. En su libro Innumeracy:
Mathematical Illiteracy and its consecuences (1988), John Allen Paulos expone ejemplos de
interpretacién incorrecta de resultados o teorias matemadticas. En uno de los ejemplos del
libro, se menciona que Johnny Carson en su programa de televisién The Tonight Show usé
esta probabilidad aproximada de 0.9999998 para asegurar que entre los 100 invitados a su
show debe haber uno que tenga la misma fecha de cumpleanos que él. De esta manera, Carson
confundié dos problemas de probabilidad distintos:

= La probabilidad de que dos personas de un grupo de 101 personas tengan el mismo
cumpleanos.
= La probabilidad de que al menos uno de los 100 invitados tengan el mismo cumplenos
que Carson (mostrar que esta probabilidad es aproximadamente 0.2399).
Verificar que la audiencia deberia estar compuesta por al menos 253 personas para que la
probabilidad de que alguno de ellos tuviera la misma fecha de cumpleanos que Carson supere
1/2.

1.2. Definiciones formales. El espacio muestral de un experimento es un conjunto 9t que re-
presenta todos y cada uno de los resultados posibles del experimento. Cualquier subconjunto A C 9t
es un evento. Una medida de probabilidad es una funciéon p que asigna un numero real a cada evento,
de manera que se cumplen los siguientes axiomas:

= p(A) > 0 para todo evento A.

= p(MM) = 1, donde M es el espacio muestral.

= p(AUB) = p(A) + p(B) para eventos ajenos A y B, es decir, AN B = () (lo cual se interpreta
como que los eventos A y B no pueden ocurrir simultdneamente).

El nimero p(A) es llamado probabilidad del evento A.

1.2.1. Ejemplos de medidas de probabilidad.
1. Cuando 99t es un conjunto finito con m elementos, se puede considerar
nimero de elementos de A

p(4) = ,

m

que coincide con la definicién de Cardano (1). Esta medida de probabilidad se caracteriza por
ser aquella en la que todo elemento de 91 es igualmente probable, es decir, p({z}) = 1/m
para todo x € M, donde {z} C 9 es el evento que consiste solamente del elemento z.

2. Cuando el espacio muestral 9 estd representado como una superficie y todos los puntos de la
superficie se consideran igualmente probables (ya sea por simetria, o incluso por ignorancia),
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la probabilidad asignada a un evento A C 9t podria definirse intuitivamente como

4drea de A
area de M’

que coincide con la definicién de Cardano (1) y cumple los tres axiomas.

3. Cuando el espacio muestral 91 estd representado como una curva y todos los puntos de la
superficie se consideran igualmente probables (ya sea por simetria, o incluso por ignorancia),
la probabilidad asignada a un evento A podria definirse intuitivamente como

P(A) =

_ longitud de A

P(4) = longitud de 9’

que coincide con la definicién de Cardano (1) y cumple los tres axiomas.

1.2.2.  Ejemplo de la aguja de Buffon, 1777. El siguiente es un ejemplo cldsico en el que se usa el area
para comparar el tamano de conjuntos que representan sucesos a fin de obtener una probabilidad.
Considerar un piso que tiene rectas paralelas equiespaciadas a distancia d. Una aguja de longitud
£ < d es lanzada al piso por una persona con los ojos vendados. La probabilidad p de que la aguja
caiga cruzando alguna de las rectas resulta ser p = Tzr—fi.

En 1901 el matematico Mario Lazzarini reporté haber lanzado una estaca 3408 veces en un piso
reglado, de manera las longitudes ¢ y d satisfacian la razén ¢/d = 5/6. Lazzarini reporté que la

201 5

estaca cruzo las rectas paralelas en 1808 ocasiones. Luego m = 3 5 R g X % = % ~ 3.14159292

y, por otro lado 7 ~ 3.14159265. Posteriormente veremos que casi con seguridad Lazzarini mintié.

1.2.3.  Variable aleatoria. En ocasiones podemos estar interesados, méas que en los resultados de un
experimento, en un valor numérico determinado por los resultados de ese experimento, es decir, en
una funcién X : 9t — R. Esto lleva al concepto de variable aleatoria: una wariable aleatoria es una
funcién que asigna un valor numérico a cada elemento del espacio muestral. Por ejemplo, al lanzar
tres dados, la suma de los ntimeros que resultan es una variable aleatoria. Otro ejemplo: cuando uno
escoge un angulo @ al azar, el nimero sin? § es una variable aleatoria.

Es comiin usar letras maytisculas, como X, Y y Z, para denotar variables aleatorias, y las respec-
tivas minuisculas z, y y z para denotar sus valores numéricos posibles. El evento {X = z} consta de
aquellos elementos del espacio muestral para los cuales la variable aleatoria X toma el valor x. La
probabilidad del evento {X = x} se denota por p(X = z). Por ejemplo, si X es la variable aleatoria
dada por la suma de los ntimeros que resultan al lanzar tres dados, X = 10 es el evento que consta
de los 27 elementos listados en el Ejemplo 1 de la pdg. 1, y p(X = 10) = 27/216.

1.2.4. Valor esperado de una variable aleatoria finita. Considerar un juego de casino donde el
jugador tiene 0.7 de probabilidad de perder 100 pesos, 0.25 de probabilidad de ganar 200 pesos, y
0.05 de ganar 300 pesos. Un jugador que juega este juego un numero n de veces, de manera que
pierde a, de ellos, gana 200 en b,, de ellos, y gana 300 en ¢, de ellos, gana en promedio por cada
juego —100%= + 200%” +300<=. Al hacer n arbitrariamente grande y usar la férmula (2), vemos que
a la larga la ganancia por juego del jugador es —100 x 0.7 + 200 x 0.25 + 300 x 0.05 = —5 pesos.
Este es el concepto de valor esperado, que ya hemos usado y puede definirse para cualquier variable
aleatoria como sigue.

El walor esperado (o esperanza, o media, o primer momento) de una variable aleatoria que toma
un numero finito de valores {z1, z2,..., 25} se define por

E(X)=z1p(X =x1) + 2op(X = x2) + - + 2pp(X = z11).
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1.3. Ejemplos.

1. En el experimento de lanzar un dado dos veces, el valor esperado de la suma es 7, pues si X
es la variable aleatoria que asigna la suma de los niimeros que salen en ambos dados, se tiene

EB(X)=2X g +3X Z+4X H 45X b +6X 5 +TX - +8X 2 +9xX 56 +10X & +11x Z +12x 5 =7,
2. Un barista famoso en Amsterdan ofrece a sus clientes el siguiente juego. El cliente prime-
ro escoge un numero de {1,...,6} y luego avienta un dado 3 veces. Si el nimero que el
cliente escogioé no aparece en ningin lanzamiento, entonces debe pagar 100 euros al barista,
pero si el numero cae una, dos o tres veces, el barista paga 100, 200 o 300 euros al cliente,

respectivamente. ;Qué tanta ganancia presenta el juego para el barista?
Sea X la variable aleatoria que cuenta las veces que sale el niimero escogido por el cliente.

5% 3 x 5?2 3x5 1
Entonces E(X) = 100 x — —100 x —200 X —z— —300 x g3 duees aproximadamente

63 63 63
7.87 euros por juego.

3. Siuna familia tiene 4 hijos, denotar por X al niimero de hijas mujeres de esos 4 hijos. Entonces

E(X)=2.
4. Sea X al nimero que resulta en el experimento de lanzar un dado. Entonces F(X) = 7/2.
1.3.1. Tarea.

1. Se elige una sola carta al azar del mazo de 52 cartas. Mostrar que la probabilidad de que la
carta escogida sea as o corazon es igual a 4/13.

2. Se reciben 5 cartas tomadas al azar del mazo de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de que

al menos un as se encuentre entre las cartas que se recibieron?

3. Dos personas quedan en verse en el aeropuerto entre las 10:00 y las 11:00 hrs. Cada persona
llega en algin momento al azar en ese lapso de tiempo. Mostrar que la probabilidad de que
las dos personas lleguen con menos de 10 minutos de diferencia es 11/36.

. Probar que para cualquier evento A se tiene p(A) =1 — p(A€) donde A¢ =M — A.

. Probar que p(0) = 0.

. Probar que p(A) < p(B) si A C B.

. p(A1U---UA,) = p(A1)+- - -+p(A,) para cualesquiera eventos mutuamente ajenos Ay, . .., A,.

. Probar que p(AU B) = p(A4) 4+ p(B) — p(AN B) para cualesquiera dos eventos A y B.

. La probabilidad de que suceda el evento AN B es 0.3. La probabilidad de que suceda el evento
A es 0.7. La probabilidad de que suceda el evento B es 0.5. Mostrar que la probabilidad de
que no ocurra AU B es 0.1.

10. Probar que p(AUBUC) = p(A)+p(B)+p(C)—p(ANB)—p(BNC)—p(CNA)+p(ANBNC)

para cualesquiera tres eventos A, By C.

11. Se escoge un entero al azar entre el 1 y el 1000. ;Cudl es la probabilidad de que el entero
escogido sea divisible entre 3, 5 o 77

12. Si X es la variable aleatoria que cuenta el niimero de dguilas que resultan al lanzar la moneda
2n veces, mostrar que E(X) = n.

13. Cierto juego te cobra $10 por jugada y consiste en lanzar 4 dados. Te dan un premio de $1000
si los cuatro dados caen mostrando el mismo nimero, y de $100 si exactamente dos dados
muestran el mismo nimero. ;Se espera ganar o perder dinero a la larga jugando este juego?

14. Un tablero para dardos consiste de tres circulos concétricos de radios r, 2r y 3r. El costo por
jugar a los dardos es de $30 por cada dardo, y recibes premios de $60 por atinar dentro del
circulo de radio 7, $40 por atinar al anillo que se encuentra entre los circulos de radios r y 2r,
v $20 por atinar al anillo que se encuentra entre los circulos de radios 2r y 3r. Suponer que
siempre que se tira un dardo se atina a alguno de los circulos. ;Cudl es la ganancia esperada
por juego? ;Es recomendable jugar este juego de dardos?

© 00 O Ot
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2. PRIMER EXAMEN PARCIAL

1. Se lanza un dado y se escoje una carta del mazo de 52 cartas. ;Cuél es la probabilidad de que
coincidan el nimero en que cae el dado y el niimero de la carta? (Pensar que el as corresponde
al ndmero 1.)

2. Se tiran cuatro volados.

a) Hallar la probabilidad de obtener exactamente 2 dguilas.
b) Hallar la probabilidad de obtener al menos 2 dguilas.

3. Una escuela tiene 100 estudiantes. La escuela ofrece 3 idiomas extracurriculares: inglés, francés
y aleman. Hay 28 estudiantes en la clase de inglés, 26 en la de francés y 16 en la de alemén.
Hay 12 estudiantes inscritos en inglés y francés simultaneamente, 4 en inglés y aleman si-
multdneamente, y 6 en francés y aleman simultaneamente. Hay 2 estudiantes que cursan los
2 idiomas.

a) Si un estudiante es escogido al azar, jcudl es la probabilidad de que no tome ningin
idioma?

b) Si un estudiante es escogido al azar, jcudl es la probabilidad de que tome exactamente
un idioma?

¢) Si dos estudiantes son escogidos al azar, jcudl es la probabilidad de que al menos 1 tome
un idioma?

4. Una urna contiene 8 bolas blancas, 4 negras y 2 rojas. Se meten ambas manos a la urna para
sacar simultdneamente dos bolas. Suponer que se ganan $20 por cada bola negra que sale y
se pierden $10 por cada bola blanca que sale. Sea X la ganancia en este juego. ;Cudles son
los valores que puede tomar X? ; Qué probabilidad esta asociada a cada uno de estos valores?
;,Cudl es la ganancia esperada por juego?

5. Una compaiifa de seguros saca una pdliza que paga una cantidad A si un siniestro F ocurre en
un ano. La compania estima que F puede ocurrir al afio con probabilidad p. ;Cudnto debera
costar la poéliza a fin de que el beneficio esperado sea el 10 % de A?

3. PROBABILIDAD CONDICIONAL E INDEPENDENCIA

Considerar un experimento con espacio muestral 9 y con medida de probabilidad p. Sea A un
evento. El nimero p(A) nos da idea de la posibilidad de que A suceda antes de realizar el experimento.
Supongamos que después de realizar el experimento se nos ha informado que ocurrié cierto evento
B y no cualquier resultado en 9. Esta informacién puede cambiar nuestra percepciéon de qué tan
probable es A; en efecto, nuestro espacio muestral ya no deberia ser 91, més bien deberia ser B, pues
los resultados posibles del experimento ya no estan codificados por 91, sino por B. La notacién para
la probabilidad de que ocurra el evento A si se sabe que ocurrié el evento B C 9t como resultado
en el experimento es p(A4 | B).

Ejemplos. Se lanza un dado dos veces.

1. Calculemos la probabilidad de que salgan dos 6 si sabemos que en uno de los lanzamientos

sali6 6. Sea A el evento en que salen dos 6, es decir, A = {(6,6)}. Sea B el evento en que sale
un 6, es decir,

B ={(1,6),(2,6),(3,6),(4,6), (5,6), (6,6), (6,5), (6,4), (6,3), (6,2), (6,1)}.

Entonces p(A | B) = 1/11.

2. Calculemos la probabilidad de que salgan dos 6 si se sabe que en el primer lanzamiento salié
6. Sea C el evento C' = {(6,6),(6,5), (6,4),(6,3),(6,2),(6,1)} y A como antes. Entonces
p(A | C) = 1/6 (esto concuerda con el hecho de que la moneda no tiene memoria, cada
lanzamiento no es influenciado por los anteriores).
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3. Sea D el evento “cae suma igual a 77, y sea E el evento “no cae el mismo niimero dos veces”.

Entonces D tiene seis elementos y D C E, luegop(E | D) =6/6 =1y p(D | E) =6/30 = 1/5.

En el caso en que 9 tiene m elementos y todos sus elementos son igualmente probables (como

en el ejemplo anterior del dado que se lanza dos veces), haciendo que B juegue el papel de espacio
muestral en lugar de 9 se obtiene

nimero de elementos de AN B S o clonentos de ARJ _ p(ANDB)

nimero de elementos de B~ Rumero de elzme“tos de B p(B)

p(A| B) =

También con la frecuencia relativa y la Ley de los Grandes Nuimeros se llega a esta misma igualdad.
Suponer que en n repeticiones de un experimento el evento B ocurrié r,, veces simultdneamente con
el evento A y s,, veces sin el evento A. Entonces f,(ANB) = =y f,(B) = ™% son las frecuencias
relativas con que ocurren AN By B, y la probabilidad de que suceda A cuando sucede B es

ANB i ANB ANB
A IB)  tm " _ gy Jn(ANB) Jinee [i(ANB)  p(A0B)
n—=00 Iy + Sp, n—oo fn(B) lim,, o0 fn(B) p(B)
por la Ley de los Grandes Niimeros. Esto motiva el concepto de probabilidad condicional:
Definicién. Para cualesquiera dos eventos A y B, con p(B) > 0, la probabilidad condicional de A
p(ANB)
p(B)

dado B (es decir, de que suceda A si sabemos que sucede B) se define como p(A | B) =

3.1. Foérmulas ttiles donde aparece la probabilidad condicional.

1. p(ANB) = p(A | B)p(B) es llamada regla de la multiplicacidn de probabilidades, y se deduce
inmediatamente a partir de la definicién anterior.
2. Aplicando la regla de la multiplicacion varias veces se obtiene

p(AlﬂAgﬁﬂAn):p(Al)xp(Ag|A1)><p(A3|A1ﬁA2)><xp(An|AlﬁA20ﬂAn_1)

para cualesquiera eventos A, As, ..., A,.
3. Sea A un evento que puede suceder solamente cuando suceden los eventos By, ..., B,,ie. A C
By U---UB,. Suponer también que los eventos By, ..., B, son mutuamente ajenos. Entonces

p(A) = p(A | B1)p(B1) +p(A | B2)p(Bz) + -+ + p(A | Bp)p(Br). Esta férmula es conocida
como la formula de la probabilidad condicional, y se deduce aplicando la regla de multiplicacién
de la probabilidades a cada sumando de p(A) = p(AN By) +p(ANBy)+---+p(AN By,).
B|A)p(A
4. La igualdad p(4 | B) = Z)(]L(B))p()
deduce sustituyendo la definicién de p(B | A) en el lado derecho de la férmula.

es conocida como la férmula de Bayes (1740s), v se

3.2. Ejemplos (los abogados deberian saber probabilidad condicional).

1. Se ha cometido un asesinato. Los sospechosos son los sujetos X y Y. Ambos huyeron al comen-
zar las investigaciones y no han podido ser localizados. Ambos tienen las mismas posibilidades
de haber cometido el crimen. Las investigaciones posteriores arrojaron la informacién de que
el criminal tenfa sangre tipo A. Sélo el 10 % de la poblacién tiene sangre de este tipo. Al
continuar la investigacion, se supo que X tiene sangre tipo A, pero no se pudo hallar el tipo
de sangre de Y. A raiz de esta nueva informacion, jcudl es la probabilidad de que X sea el
criminal? Un minuto de reflexién nos hace pensar que la probabilidad debe ser alta, pues es
poca la poblacién que tiene este tipo de sangre.

Sea C' el evento “X es el criminal”. Sea B el evento “X tiene sangre tipo A”. Entonces

p(B | O)p(C) _ p(B | C)p(C) B 11/2) 10
p(B) p(BIOWC) +p(B]CWp(C)  1(1/2) + (1/10)(1/2) 11

p(C|B) =
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Notar que p(B) = é—é > %, pues X no es cualquier individuo de la poblacién; es uno de los
dos sospechosos.

2. El siguiente es un caso famoso de la vida real, e ilustra la importancia de sustituir el espacio
muestral por un evento adecuado.

Nicole Brown fue asesinada en su casa de Los Angeles, California, el 12 de junio de 1994,
junto con un amigo. El famoso ex-esposo de Nicole, O.J. Simpson, quien en ese momento era
un famoso actor de TV y habia sido un exitoso jugador de football americano, era el principal
sospechoso de los asesinatos. El hecho de que anteriormente Simpson habia violentado fisica-
mente a su ex-esposa salié a relucir por el fiscal del estado durante el juicio. La defensa traté
de minimizar este hecho argumentando que “un porcentaje infinitesimal, menor a 1 en 2500,
de los hombres que violentan fisicamente a sus parejas terminan asesinandolas”. El estado no
pudo debatir este argumento. Al final Simpson fue declarado inocente.

La afirmacién de la defensa, aunque respaldada con pruebas, fue una aplicacién incorrecta
de la probabilidad, un truco inteligente para enganar a la audiencia y al jurado. El prolifico
estadistico I.J. Good aclar6 el asunto en una carta dirigida al editor de la revista Nature
(When battered turns murdered, Nature, 375, 15 de junio de 1995, pdg. 541). Los argumentos
m&s o menos van asi. Segun datos de 1992, la defensa obtendria aproximadamente 1 entre
2444 al dividir

1432 nimero de mujeres violentadas y asesinadas por sus parejas (A]V)
3500000 nimero de mujeres violentadas por sus parejas P ’

donde A es el evento “asesinada por su pareja” y V el evento “violentada por su pareja”. En
efecto, es poco probable que una mujer maltratada haya sido asesinada por su agresor.

Pero para Good la cuestion es: si una mujer maltratada por su pareja ha sido asesinada,
jcudl es la probabilidad de que haya sido asesinada por su pareja? Pues es importante usar
el hecho crucial de que Nicole fue asesinada (ese evento ocurrié y es la informacién adicio-
nal que debe ser usada al calcular la probabilidad condicional). Entonces hay que calcular
p(VNA| M), donde M es el evento “mujer asesinada”, que resulta ser p(V N A | M) = 1532
aproximadamente 2/7. Es decir, la probabilidad de que una mujer asesinada haya sido asesi-
nada por su agresor es considerable, y por lo tanto se podria alegar entonces que el hecho de
que Simpson haya violentado anteriormente a Nicole no debe ser minimizado y si es relevante,
va que 2 de cada 7 mujeres asesinadas fueron asesinadas por sus agresores.

Jon F. Merz y Jonathan P. Caulkins también dan un argumento similar al de Good (Pro-
pensity to Abuse—Propensity to Murder?, Chance Magazine, Primavera 1995, pag, 14).

3.3. El problema de Monty Hall. En un programa popular, el conductor Monty Hall muestra
al concursante tres puertas idénticas y le pide escoger una. Una de las puertas esconde un auto
nuevo y, con el fin de quedarse con el auto, el concursante debe adivinar cudl es. Después de que el
concursante escoge una puerta, Monty abre una de las dos puertas que el concursante no escogio, y
lo hace de acuerdo a las siguientes reglas (Monty conoce de antemano cuél es la puerta que esconde
al auto):

1. Si la puerta que escogio el concursante es la que esconde al auto, Monty escoge al azar cudl
de las dos puertas abrir.

2. Si la puerta que escogi6 el concursante no esconde al auto, Monty siempre abre la otra puerta
que no escode al auto.

Después de que Monty abre la puerta, él ofrece al concursante la opciéon de cambiar de puerta o
quedarse con la puerta escogida inicialmente. ;Debe el concursante mantener su elecciéon original o
cambiar a la otra puerta que permanece cerrada?
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Después de reflexionar, puede parecerte que el concursante tiene mas oportunidad de ganar el
coche cambiando de puerta, ;verdad? En efecto, después de que Monty abrié una puerta de acuerdo
a sus reglas, la probabilidad de que el auto esté detrds de la puerta no escogida inicialmente sube
ide 1/3 a 2/3!

Existe un reporte de un experimento con computadora simulando la situacion. Se ejecuté 20,000
veces el experimento. La computadora mantuvo la eleccion inicial 9,954 veces, y cambié la eleccion
inical las otras 10,046 veces. Observar que es casi mitad y mitad, pues la decision de mantenerse o
cambiar de puerta se hizo también al azar. Cuando se mantuvo la eleccién inicial, se tuvo éxito en
3,343 ocasiones (el cociente es aproximadamente 0.3353, cercano a 1/3). Por otro lado, al cambiar
la eleccién inicial, se tuvo éxito en 6,736 ocasiones (el cociente es aproximadamente 0.6705, cercano
a2/3).

Analicemos formalmente lo que sucede. Supongamos que el concursante escoge la puerta I, y que
Monty ha abierto la puerta II (esto no ocasiona pérdida de generalidad, simplemente se enumeran
asi las puertas). S6lo hay dos escenarios posibles:

1. El auto estd detras de la puerta I. Monty tuvo que elegir al azar entre las puertas IT y III.
2. El auto esta detras de la puerta III. Monty fué forzado a abrir la puerta IT por la situacion.

Denotar por C; el evento en que el auto estd detras de la puerta i, y M el evento en que Monty
abre la puerta II. Suponer, como se dijo antes, que el jugador escoge la puerta I y Monty abre la
puerta II. Entonces
M | Cy)p(Cy) _ p(M | C1)p(Ch)

p(M) p(M | C1)p(C1) + p(M | C2)p(C2) + p(M | C3)p(Cs)

(1/2)(1/3) 1

p(C1| M) = o

©(1/2)(1/3)+0(1/3) + 1(1/3) 3

Andlogamente se muestra que p(Cs | M) = 2/3.

Ejemplo. Se lanza un dado y luego se lanzan tantos volados como la cantidad de veces indicada
por el nimero que mostré el dado. Queremos calcular la probabilidad de que no caiga ningtin aguila.
Sea By el evento “dado cae en k7, para k € {1,...,6} y A el evento “no cae ningin &dguila”.
Entonces p(By) = 1/6 y p(A | By) = 1/2F para todo k € {1,...,6}, y ademds By, ..., Bs son ajenos
mutuamente y 9t = By U--- U Bg. Usando la férmula de la probabilidad condicional se obtiene que
p(A) =501+ 5+ 52+ + 55)5 = 0.1641.

3.4. Ejemplos (los médicos deberian saber probabilidad condicional).

1. Considerar la siguiente situaciéon. Un examen clinico barato para cierta enfermedad no es
100 % confiable: entre los pacientes que tienen la enfermedad, el examen da resultado positivo
el 99% de las veces (tal porcentaje es conocido como la sensibilidad de la prueba), y para
personas que no tienen la enfermedad, el examen da positivo el 2% de las veces (estos casos
son llamados falsos positivos). En la poblacién general, 1 de cada 1,000 tienen la enfermedad.
. Sera buena idea hacer el examen a toda la poblacién para detectar a los enfermos? Piensa
un poco tu respuesta, enfocandote en la proporcién de gente sana y gente enferma.

Después de reflexionar, puede parecer que no es buena idea hacer el examen a toda la
poblaciéon pues habrd muchisimos falsos positivos. En concreto, si se hiciera el examen a
100,000 personas escogidas al azar, s6lo 100 tendrian la enfermedad y las otras 99,900 no.
Esto significa que, en promedio, el examen daria positivo para 99 personas que si tienen la
enfermedad y para 1998 que no tienen la enfermedad (muchisimos falsos positivos).

Calculemos ahora la probabilidad de que alguien esté enfermo si su examen dié positivo.
Sea F el evento en que el paciente esta enfermo, y F' el evento en que su examen da positivo.
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Entonces
_ p(F|E)p(E) p(F' | E)p(E)
PEIE) == = WF [ Bp(B) + p(F | B)p(E")
_ (99/100)(1,/1000) 00472103

(99,/100)(1,/1000) + (2/100)(999,/1000)

es decir, aproximadamente 5% de probabilidad, que es muy baja. Esto es compatible con el
parrafo anterior: de las 99 4+ 1998 = 2097 personas que dieron positivo, el 4.72103 % es 99.

. Se sabe que aproximadamente el 1 % de mujeres entre 40 y 50 anos de edad desarrollan cdncer

de seno. La mastograffa no es 100 % confiable: el 80 % de las mujeres con cdncer de seno dan
positivo en la mastografia, y el 9.69% de las mujeres sin céancer de seno dan positivo en la
mastografia. ;Cudl es la probabilidad de que una mujer entre 40 y 50 anos tenga céncer de
seno si da positivo en la mastografia?

Como en el ejemplo anterior, esperamos que haya muchos falsos positivos, pues la propor-
cién de mujeres que desarrolla este cdncer es pequeia. Sin embargo, un reporte (D.M. Eddy,
Probabilistic reasoning in clinical medicine: problems and opportunities, Cambridge Univer-
sity Press, 1982) indica que al pedir a 100 médicos con trayectoria que estimen p(B | A)
partiendo de los datos anteriores, 95 de ellos dieron respuestas entre 70 % y 80 %, lo cual est4
muy lejos del valor real. Para hacer el calculo, denotamos por B el evento de tener cancer de
seno, v A el de dar positivo en la mastografia, entonces

p(A | B)p(B) (8/10)(1/100)

p(B|A)= , = ~ 0.0769,

3.4.1.

(A| B)p(B) +p(A | Be)p(Bc)  (8/10)(1/100) + (97/1000)(99/100)

es decir, alrededor de un 7.7 %. Otro reporte que muestra la dificultad que tiene el personal
médico de la Escuela de Medicina de Harvard al momento de evaluar la posibilidad de tener
cancer después de dar positivo a la mastografia es el de W. Casscells, A. Schoenberg y T.
Grayboys (Interpretation by physicians of clinical laboratory results, New England Journal
of Medicine, 299, pdg. 999-1000, 1978).

Algo similar sucede con el VIH y el cdncer de préstata, como se verd en los siguientes
ejemplos.
Aproximadamente 1 de cada 10,000 personas se enferman de VIH. El 100 % de las personas
con VIH dan positivo a la prueba, y el 0.1 % de las personas sin VIH dan positivo a la prueba.
Sea A el evento en que una persona da positivo a la prueba de VIH, y B el evento en que una
persona tiene VIH. Entonces p(B | 4) ~ 0.0909.
El antigeno prostatico da positivo el 71 % de las veces que la persona tiene cdncer de préstata,
y da negativo el 91 % de las veces que la persona no tiene cdncer de préstata (especificidad).
El 0.7% de la poblacién masculina es diagnosticada con cdncer de préstata cada ano. Sea A
el evento en que un hombre da positivo con el antigeno prostético, y B el evento en que un
hombre tiene cédncer de préstata. Entonces p(B | A) =~ 0.053.

Tarea.

. Un ndufrago se encuentra en cierta area del océano con probabilidad 0.4. Una buisqueda

en dicha drea detectara al ndufrago con probabilidad 0.9 si efectivamente se encuentra alli.
;Cudl es la probabilidad de que el natfrago esté en dicha area si una busqueda alli resulté
infructuosa?

. Tienes dos cajas idénticas delante de ti. Una de las cajas contiene 10 bolas numeradas del 1

al 10, y la otra contiene 25 bolas numeradas del 1 al 25. Después de escoger una de las cajas
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al azar, tomas una bola de la caja escogida. ;Cual es la probabilidad de escoger una bola con
el nimero 77

3. Se tienen dos urnas.

a) Suponer que una contiene 9 bolas blancas y 1 negra, y que la otra contiene 9 bolas negras y
1 blanca. Se escoge una urna al azar y se saca de ella al azar 1 bola, que resulta ser blanca.
(Cudl es la probabilidad de que la urna escogida sea la que tiene més bolas blancas?

b) Suponer ahora que una contiene 9 bolas blancas y 1 negra, y que la otra contiene 20
negras y 5 blancas. Se escoge una urna al azar y se saca de ella al azar 1 bola, que resulta
ser blanca. ;Cudl es la probabilidad de que la urna escogida sea la que tiene méas bolas
blancas?

4. Se tiene un vuelo programado de Paris a Sidney, con escalas en Dubai y Singapur. Se tiene
documentada una maleta. En cada escala el equipaje documentado cambia de un avién a
otro. En el aeropuerto de Parfs hay probabilidad del 5% de que el equipaje no sea colocado
en el vuelo correcto. Esta probabilidad es del 3% en Dubai y del 2% en Singapur. jCudl es
la probabilidad de que el equipaje no llegue a Sidney con su dueno?

Si el equipaje no llega a Sidney con el dueno, ;cudl es la probabilidad de que se haya
extraviado en Dubai?

5. Existen dos companias de taxis en la ciudad, los de una compania son amarillos y los de
la otra blancos. El 85 % de los taxis de la ciudad son amarillos y el 15% son blancos. Una
noche hubo un accidente provocado por un taxi pero el taxi huyé. En la corte solo se tiene
el testimonio de un testigo que dice que el taxi que provocé el accidente era blanco. Para
analizar la confiabilidad de ese testimonio, se hizo una prueba en una situacion similar a la de
la noche del accidente con varios participantes. El resultado de la prueba fue que el 80 % de
los participantes identificaron correctamente el color del taxi, y el 20 % no identificé el color
correctamente. ;Cudl es la probabilidad de que el taxi que causé el accidente fuera blanco,
dado el testimonio del testigo?

6. En el reality show Big Sisters quedan 12 personas. El publico escogerd cuatro personas para la
gran final. Cada candidata tiene las mismas posibilidades de pasar a la gran final. Fulanita es
una de las candidatas, y su familia calcula que tiene una probabilidad aproximada de 38.5 %
de pasar a la gran final ya que tiene 1/12 de posibilidades de ser escogida primero, 1/11
de posibilidades de ser escogida en segundo lugar, 1/10 de ser escogida en tercero, y 1/9 de
ser escogida en cuarto (y 1/12 4 1/11 + 1/10 + 1/9 ~ 0.385). Mostrar que la familia estd
equivocada y calcular la probabilidad correcta.

7. El 70% de las personas que desaparecen son localizadas posteriormente. De las que son
localizadas, el 60 % cuentan con un pariente influyente, mientras que el 90 % de las que no
son localizadas no tienen parientes influyentes. Suponer que una persona ha desaparecido.
Calcular la probabilidad de que sea localizada en cada uno de los siguientes casos:

a) Si tiene pariente influyente.

b) Si no tiene pariente influyente.

8. Con los datos del primer ejemplo de la seccién §3.4, usar proporciones para evaluar la proba-
bilidad de tener la enfermedad después de dar positivo a dos examenes clinicos.

3.5. Eventos independientes. La igualdad p(A4 | B) = p(A) indica que el saber que el evento B

sucede no altera la probabilidad de que el evento A suceda. Esto nos motiva a pensar que el evento A

no depende del evento B. De la definicién de probabilidad condicional, se tiene que p(A | B) = p(A)

es equivalente a p(ANB) = p(A)p(B) y a su vez equivalente a p(B | A) = p(B). Es decir, si el evento

A no depende del B, estamos también obligados a decir que el evento B no depende del A.
Definicién. Dos eventos A y B son independientes si p(A N B) = p(A)p(B).
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Ejemplo. Se lanza un dado dos veces. El evento A de que salga 6 en el primer lanzamiento es
independiente del evento B de que salga 6 en el segundo, pues p(A N B) = 1/36 y, por otro lado,
p(A) = 6/36 = p(B).

No hay que confundir ajenos con independientes; en este ejemplo, A y B resultaron ser indepen-
dientes, pero no son ajenos pues AN B # (.

Un ejemplo de eventos que no son independientes, pueden ser el evento A y el evento C en que en
el primer lanzamiento cae un nimero mayor que en el segundo lanzamiento, ya que p(C) = 15/36 y
p(ANC)=5/36.

Ejemplo. Considerar los sexos de los hijos de una familia con tres hijos. Suponer que cada
una de las posibilidades {fff, ffm, fmf,mff,mmf, mfm, fmm, mmm} tiene probabilidad igual
a 1/8. Sea A el evento “la familia tiene hijos de ambos sexos” y B el evento “hay a lo mds una hija”.
Entonces p(A) =6/8, p(B) =4/8 y p(AN B) = 3/8, por lo tanto A y B son eventos independientes
en familias con tres hijos. Notar que esto no es cierto en familias con dos o cuatro hijos. Esto muestra
que no siempre es tan obvio si dos eventos son o no independientes.

Ejemplo. Cada manana, de manera independiente, dos estaciones meteorolégicas dan sus pre-
dicciones para el clima del siguiente dia. En promedio, la prediccién de la estacion I es correcta en
el 90% de los casos, y la prediccidn de la estacién II es correcta en el 80 % de los casos. Cierto
dia, la estacién I predice temperaturas altas para el siguiente dia, en cambio la estacién II predice
temperaturas bajas. ;Cudl es la probabilidad de que la prediccién de la estacién 1 sea correcta?

Antes de comenzar el andlisis del problema, notemos que la probabilidad deberia ser menor que
90 % (pues el hecho de que la otra estacién da el prondstico contrario baja la probabilidad de que la
estacion I esté en lo correcto) pero mayor que 50 % (pues es mds certera la estacion I que la estacién
10).

Proponemos como espacio muestral para este problema el conjunto S = {(c, ¢), (¢, 1), (i, ¢), (i,7)},
donde ¢ quiere decir correcto e ¢ incorrecto, y la primera coordenada corresponde a la estacién I y
la segunda a la II. Sea A el evento en que la prediccién de la estacion I es correcta, y B el evento en
que las estaciones dan predicciones contrarias. El problema nos pide calcular

oA B PANE) _pled) ) (9/10)(2/10) = 060,

p(B) p({(e,9),(6,0})  p({(c,i)}) +p({(i,0)})  (9/10)(2/10) + (1/10)(8/10)

Definicién. Ay, ..., A, son eventos independientes si p(A;, N---NA;j,) =p(Aj,) x--- xp(4;,)
para cualquier subconjunto {j1,...,jk} C {1,...,n}.

Ejemplo. Suponer que se lanza un dado dos veces. Sea A el evento que consiste en que sale
nimero par en el primer lanzamiento. Sea B el evento consistente en que salen dos nimeros cuya
suma es impar. Sea C el evento que consiste en que sale niimero par en el segundo lanzamiento.
Verificar que A, B y C eventos independientes dos a dos, pero p(AN BN C) # p(A)p(B)p(C).

3.5.1. Tarea.

1. Mostrar que si A y B son eventos independientes, entonces A¢ y B también son independientes.

2. Se lanza una moneda honesta dos veces. Sea A el evento en que el primer volado cae dguila
v B el evento en que ambos volados caen en lo mismo. jSon A y B independientes?

3. Fultano, Sutano y Perengano son expertos en el juego de los dardos. La probabilidad de que
Fulano atine al disco central del tablero es 1/3, para Sutano es 1/4 y para Perengano es 1/5.
Los tres jugadores lanzan simultdneamente un dardo. Dos de los dardos atinan al disco central
y el otro no. ;Cual es la probabilidad de que Fulano haya sido quien no acert4?

4. El color de ojos de una persona estd determinado por un solo par de genes. Si ambos genes
son de ojos azules, la persona tendra ojos azules; si ambos genes son de ojos cafés, la persona
tendra ojos cafés; y si un gen es de ojos azules y otro de ojos cafés, la persona tendra ojos cafés
(debido a esto, decimos que el gen de ojos cafés es dominante sobre el gen de ojos azules). El
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par de genes de cada bebé consiste de un gen heredado de su madre y uno de su padre. La
madre puede heredar con igual probabilidad cada gen del par que ella posee, el padre también
hereda con igual probabilidad uno de sus dos genes, y lo hacen de manera independiente la
madre del padre, es decir, la herencia de uno no afecta la del otro. (El descubrimiento que
publicé Gregor Mendel en 1866, siete anios después del Origen de las Especies de Darwin, fué
precisamente este que ya se mencioné: cada gen de un progenitor tiene probabilidad 1/2 de
heredarse a sus descendientes y los progenitores heredan sus genes de manera independiente.
Esto permite entender y cuantizar la descendencia, usando la Ley de los grandes Numeros.
Mendel respaldé sus ideas experimentando con alrededor de 30,000 guisantes, que heredan la
caracteristica de ser rugosos o lisos.)

a)

Suponer que Fulanito tiene ojos cafés y que su hermana tiene ojos azules.
., Cudl es la probabilidad de que Fulanito posea el gen de ojos azules?
Respuesta: Sea A el evento “Fulanito tiene gen azul” y B el evento “Fulanito tiene ojos
cafés”. La pregunta pide calcular p(A | B).
Sea C' el evento “Fulanito tiene gen café”, entonces los eventos B y C' son el mismo pues
el gen de ojos cafés es dominante, luego p(A | B) =p(4| C) = p(;@f)
Ademiés C = {(c,¢), (¢,a),(a,c)} y ANC ={(c,a), (a,c)}, donde la primera coordenada
denota el gen que Fulanito hereda de su madre y la segunda coordenada el que hereda de
su padre, y ¢ quiere decir gen café y a quiere decir gen azul.
Cualquier elemento del espacio muestral M = {(c, ¢), (¢,a), (a,c¢), (a,a)} tiene probabili-
dad % X % de suceder (aqui es donde se usan las leyes de Mendel), y esto puede usarse

para calcular 2 (;28)0) pues las probabilidades en el numerador y denominador no son

. (ANC) _ 2/4
condicionales. Se concluye que 2 o(C) = 34~ 2/3.

Suponer que la esposa de Fulanito tiene ojos azules. ;Cudl es la probabilidad de que su
primogénit@ tenga ojos azules?

Si el primer hijo de Fulanito resulté con ojos cafés, ;cudl es la probabilidad de que su
siguiente hij@ también tenga ojos cafés?

Respuesta: El color de ojos de 1@s hij@s direct@s de Fulanito estdn determinados por el
gen que heredan de Fulanito, pues su esposa siempre hereda un gen a. Entonces solamente
vamos a analizar los genes que hereda Fulanito a sus dos hij@s.

Sea X el evento “Fulanito hereda c a primer hijo” y Y el evento “Fulanito hereda c a
segund@ hij@”. La pregunta pide calcular p(Y | X) = p(p}?;);)

Ademids X = {[e;c],[c;a]} y Y N X = {[e; ]}, donde la primera coordenada entre los
corchetes denota el gen que Fulanito hereda a su primer hijo y la segunda coordenada el
que hereda a su segund@ hij@.

Cualquier elemento del espacio muestral {[c; ¢], [¢; a], [a; ¢], [a; a]} tiene igual probabilidad
de suceder si Fulanito tiene el gen a (ya sabemos que tiene el gen ¢, pero no sabemos
que tenga el gen a), es decir, p({[c;c]} | D) = p({[c;a]} | D) = 1/4 donde D es el evento
“Fulanito tiene el gen a” (que ya se trabajé en el primer inciso, sabiendo que su hermana
tiene ojos azules, lo cual aplica también es este inciso). Por la férmula de la probabilidad
condicional, usando la respuesta p(D) = 2/3 del primer inciso, se tiene

p{leel}) = p({le; d} | D)p(D) + p({[c; ]} | D°)p(D°) = (1/4)(2/3) + (1)(1/3) = 1/2,
p{{leal}) = p({l al} [ D)p(D) + p({le; al} | D9)p(D°) = (1/4)(2/3) + (0)(1/3) = 1/6,

YNnX cie _ 12
de donde se concluye que p(Y | X) = p(p(X) ) = p({[c;g](}{)[+p](]%)[c;a]}) = 1/24/_1/6 =3/4.
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3.6. Segundo examen parcial.

1. E1 52 % de los estudiantes del tecnolégico son mujeres. E1 5% de los estudiantes del tecnoldégico
estudian sistemas computacionales. El 2% de los estudiantes del tecnolégico son mujeres que
estudian sistemas computacionales. Si un estudiante del tecnolégico es escogido al azar, hallar
la probabilidad de que:

a) sea mujer, dado que estudia sistemas computacionales;
b) estudie sistemas computacionales, dado que es mujer.

2. Le pides a tu vecino regar con agua tu planta mientras te vas de vacaciones. Si no la riegan,
la probabilidad de que la planta muera es 0.8; y si la riegan, la probabilidad de que muera es
0.15. La probabilidad de que el vecino riegue la planta es 0.9.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la planta esté viva cuando regreses del viaje?
b) Si al regresar encuentras la planta muerta, jcudl es la probabilidad de que el vecino no
la regd?

3. Sean E, F'y G tres eventos que cumplen las tres condiciones siguientes:

= F y F son independientes,
= F' y G son independientes,
» F'y F'N G son independientes.
Verificar que G y E N F son independientes.

4. Un modelo simplificado para el comportamiento del precio de una accién supone que cada
dia el precio de la acciéon sube 1 unidad con probabilidad p o baja 1 unidad con probabilidad
1 — p; v que el cambio en cada dia es independiente de lo que sucede en los otros dias.

a) ;Cudl es la probabilidad de que después de 2 dfas la accidn regrese a su precio original?

b) ;Cuél es la probabilidad de que después de 3 dias el precio de la accién se haya incre-
mentado en 1 unidad?

¢) Dado que después de 3 dias el precio de la accién se incrementé en 1 unidad, jcudl es la
probabilidad de que haya bajado el primer dia?

4. MEDIA Y VARIANZA

Recordar que el valor esperado (o esperanza, o media, o primer momento) de una variable aleatoria
que toma un ndmero finito de valores {x1,x2,...,2} se define por

E(X) = zip(X =21) + xop(X =x2) +--- + aup(X = zar).

Ejemplo. Ya se vié al comenzar la Seccién 1.3, que en el experimento de lanzar un dado dos
veces el valor esperado de la suma es 7. Por otro lado, el valor esperado del nimero que aparece en
el primer lanzamiento es 7/2.

4.1. Propiedades del valor esperado. Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en el
mismo espacio muestral con medida de probabilidad p. Suponer que ambas variables aleatorias
toman un niimero finito de valores. Entonces se cumplen las identidades:

EX+Y)=EX)+E®Y)
(3) E(aX)=aF(X) paracualquiera € R y
E(X)=z9 siX es constante igual a zo.

Demostracion. Sea Z = X+Y. Sean {z1,...,2pm}y {y1,...,yn} los valores que toman las variables
aleatorias X y Y, respectivamente. Notar que

N
(@) p(X=m) = > p(X =zY =y) vy pV =y) = D p(X =anY =),
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donde p(X = z;,Y = y;) denota la probabilidad de la interseccién del evento X = z; con el evento
Y = y;. Puesto que Z toma los valores z;; = x; + y;,

E(Z) =3 zyp(Z = zi5) =3 (2 +y;)p(X =2, Y =y;) =3 [zip(X =2, Y =y;) +y;p(X = 2;,Y = y;)]
1,9 7,7 Y
=Y eip(X =2, Y =y;) + Lyip(X =2,V =y;) = 2 _p(X =2, Y =y;) + Ly Lp(X =2,V =)
2y 1,3 g J J [
IS wn(X = ) + S yplY = 1) = BX) + B(Y),
[ J

donde la peniltima igualdad se debe a (4). Esto prueba la primer identidad en (3).
Si a =0, la segunda identidad de (3) es inmediata, de otra forma,

E(aX) =) (az)p(aX = ax;) =Y (az)p(X =) =ay _ zp(X =z;) =aB(X).
Finalmente, si X toma el valor constante xy entonces E(X) = zop(X = z¢) = 0. O

Por induccién, la primera igualdad de (3) se puede generalizar a sumas finitas de variables alea-
torias finitas: B(X; 4+ ...+ X,,) = E(X1) + ...+ E(X,).

Dos variables aleatorias X y Y que toman un niimero finito de valores son independientes si para
cualesquiera valores  y y de X y Y, respectivamente, se tiene p(X = z,Y = y) = p(X = z)p(Y =y).

Observacién 1. E(XY) = E(X)E(Y) si X y Y son variables aleatorias independientes que
toman un numero finito de valores.

Demostracion. Sean {x1,...,2pm} y {y1,...,yn} los valores que toman las variables X y Y, res-
pectivamente. Sea Z la variable aleatoria dada por Z = XY, que toma los valores z;; = x;¥;.
Entonces
E(Z) = zp(Z = zi5) =Y wiyp(X =, Y =y;) =3 wy;p(X = z:)p(Y = y;)
i i,j

= S wp(X = 2) DypY = y;) = BR)EY).
O

Sea X una variable aleatoria finita con valores {z1,...,za}. Cualquier funcién de X es también
una variable aleatoria finita (por ejemplo, X? o sin X).

Regla de Substitucién. Para cualquier funcion g(x) con valores reales, el valor esperado de la
variable aleatoria finita g(X) puede calcularse mediante

Elg(X)] = glzr)p(X = ).
k=1

4.2. Varianza y desviacion estandar. Sea X una variable aleatoria que toma un ntmero finito
de valores, cuya media es u = E(X). Nos gustaria considerar el valor esperado de |X — p| como una
medida de la manera en que los valores de X se esparcen alrededor de u. Resulta que es més sencillo
trabajar con E(|X — p|?) que con E(|X — ul|), asf definimos la varianza de X, denotada por o?(X)
o por var(X), mediante 0%(X) = E(]X — u|?). La raiz cuadrada o(X) = /E[(X — p)?] es llamada
desviacion estandar de X.

Una consecuencia de las identidades (3) es que 02(X) = E(X?) — p?.

A diferencia del valor esperado, no es cierto en general que la varianza de una suma es igual a la
suma de las varianzas. Para dar una férmula para la varianza de una suma de dos variables aleatorias
se necesita otro concepto: la covarianza de dos variables aleatorias X y Y, denotada por cov(X;Y),
y definida mediante cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].
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Propiedad 1. Para cualesquiera dos variables aleatorias X yY que toman un nimero finito de
valores se tiene 02(X +Y) = 0?(X) + 02(Y) + 2cov(X,Y).

Demostracion. La prueba es inmediata usando las identidades (3):
B[(X +Y - BE(X +Y))?] = E[(X — E(X))*] + BE[(Y — E(Y))*] + E[2(X — E(X))(Y — E(Y))].
]

n
La férmula que generaliza la Propiedad 1 es 0?( X1+ -+ X,,) = > o2(X;)+2 > cov(X;, X;).
i=1 1<i<j<n
Propiedad 2. 5i X y Y son dos variables aleatorias independientes que toman un nimero finito
de valores, se tiene 02(X +Y) = 0?(X) + o%(Y).

Demostracion. Puesto que (X — E(X))(Y —E(Y))=(XY)—-XE(Y)-YE(X)+ E(X)E(Y), otra
expresion para la covarianza es E[( X —FE(X))(Y-E(Y))] = E(XY)—E(Y)E(X) por las identidades
(3). Luego, basta aplicar la Observacién 1 de la Seccién 4.1 para concluir que cov(X,Y) = 0 cuando
X y Y son independientes. O

4.3. Desigualdad de Chebychev. Sea X wuna variable aleatoria que toma un numero finito de
valores. Entonces

2
o*(X)
PIX > a) < T
Esta relacién es sobresaliente pues es facil de probar y da una manera de estimar en el espacio

muestral 99t como se esparcen los valores de X alrededor de p, a partir de la varianza.

Demostracion. Sean {x1,...,zp} los valores de la variable aleatoria finita X. Suponer, después de
renumerar si es necesario, que los primeros N < M valores {x1,...,zy} cumplen la desigualdad
|z; — | > a. Entonces p(|X —p| > a) = Zjvzl p(X = x;). Puesto que |x; —p| > aparaj=1,...,N,
se tiene 1 < |z; — p|?/a® para tales j, de donde
N N @ — f? 1N 1
(X =) <) X =) = = |z — plPp(X = ;) < S B(X - pl).
Jj=1 j=1

j=1

4.3.1.  Tarea.

1. Sea X la variable aleatoria que indica los puntos que muestra un dado al caer después de
ser lanzado. Sea Y la variable aleatoria que indica la suma de los puntos obtenidos al lanzar
dos veces el dado. Suponiendo que el dado es honesto, calcular E(X), o%(X), E(Y) y o2(Y).
Suponiendo que P(X =1) =P(X =6)=1/2y P(X =2)=P(X =3)=P(X =4) =
P(X =5) =0, hallar B(X), 0%(X), E(Y) y o%(Y).

2. Sea X una variable aleatoria que toma los valores {1,2,3}. Hallar P(X = 1), P(X =2)y
P(X =3)si B(X) =23/10 y E(X?) = 59/10.

5. DISTRIBUCION BINOMIAL

Considerar un experimento en que s6lo nos interesa si ocurre o no cierto evento, es decir, solamente
dos resultados son posibles, y los llamaremos “acierto” y “error”. Este experimento tan bésico es
llamado experimento de Bernoulli. Vamos a suponer que la probabilidad de obtener un acierto es p
y, por lo tanto, un error se obtiene con probabilidad 1 — p.
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Suponer ahora que un experimento de Bernoulli se repite n veces bajo las mismas condiciones.
Es natural suponer que cada repeticion es independiente de las demés. Sea X la variable aleatoria
que indica el nimero de aciertos en esas n repeticiones. Entonces se tiene que

(5) p(X = k) = (’,;‘)p’“up)“, F=0L....n,

donde p es la probabilidad de acierto en cada repeticién, como se mencioné anteriormente.

Cuando se tiene una medida de probabilidad y una variable aleatoria X que solamente toma
valores {0, 1,...,n} de manera que se cumple (5), decimos que la variable X representa una distri-
bucion binomial. (El término distribucidn se debe a que la férmula (5) indica cémo se distribuyen
las probabilidades en funcién de los valores de la variable aleatoria.)

A partir de (5) notamos que

pX=k)  (n—k+1)p - n+1)p—k
p(X=k-1) k(1—p) k(1—p)

Entonces p(X = k) >pX =k-1)eok<h+lpypX =k <pX=k—-1) < k> (n+1)p.
Sea m aquel entero que cumple (n+ 1)p — 1 < m < (n + 1)p, entonces se concluye lo siguiente.

Observacién. Cuando k recorre valores enteros entre 0 y n, la probabilidad p(X = k) crece
estrictamente y luego decrece estrictamente, alcanzando su valor mdzimo cuando k = m. Este valor
mdzimo es Unico, excepto cuando m = (n+ 1)p, en cuyo caso p(X =m —1) = p(X =m).

El valor p(X = m) es conocido como el término central, y m se puede pensar como la “cantidad
de aciertos méas probable”.

5.1. Ejemplos.

1. El ntimero de aguilas obtenidos al lanzar una moneda n veces es un ejemplo de una distribucién
binomial, con p = 1/2. Por ejemplo, en n = 100 volados, el nimero de dguilas méds probable
es 50, aunque p(X = 50) < 8/100 (este nuimero se puede calcular con WolframAlpha, por
ejemplo, mediante la instruccion
P(X=50) binomial distribution with n=100, p=0.5
que arroja 0.0795892 como resultado aproximado y muestra una grafica de la distribucién
binomial.

2. Diariamente hay un vuelo de Guadalajara a Monterrey a las 8:30 am que es extremadamente
solicitado. La aeronave que realiza este vuelo tiene capacidad para 150 pasajeros. La aerolinea
tiene la politica de vender 160 boletos pues algunos pasajeros no se presentan. Por experiencia,
se sabe que la probabilidad de que un pasajero no se presente es igual a 1/10. Suponer que el
que un pasajero no se presente es independientemente de los demaés. ;Cudl es la probabilidad
de tener que dejar fuera a algin(os) pasajero(s) debido a que el vuelo ya va lleno?

Este problema puede plantearse como un experimento de Bernoulli que se repite n = 160
veces (una vez por cada boleto vendido) de manera independiente, con probabilidad de acierto
p =9/10 en cada ocasién. De esta manera, la variable aleatoria X que cuenta el nimero total
de aciertos corresponde al total de pasajeros que se presentan a tomar su vuelo, y resulta ser
una distribuciéon binomial. La probabilidad que se busca es

10 160 9150+k
p(X > 150) = p(X =151) + -+ p(X =160) = » (150+ k) 10160
k=1

Este calculo se puede realizar con WolframAlpha, bien sea pidiéndole que calcule la ultima
sumatoria, tecleando por ejemplo

sum_{k=1}"10 binom(160,150+k)9~{160+k}/10~160
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o también se le puede dar la instruccion

P(X>150) binomial distribution with n=160, p=0.9

y de cualquiera de las dos maneras WolframAlpha arroja el resultado P(X > 150) = 0.0359.
3. Dado un grupo de m personas escogidas al azar, recordar que la probabilidad de que ninguna

pareja de personas escogidas en ese grupo celebre su cumpleanos el mismo dia es igual a

365 x 364 x -+ x (365 —m + 1)
365™ '
A partir de esto se puede obtener inmediatamente la probabilidad de que al menos dos

personas en ese grupo celebren su cumpleanos el mismo dia.
Este problema también se puede aproximar como un experimento de Bernoulli que se

repite n = (1;) veces de manera independiente con probabilidad de acierto p = 1/365. Esto

solamente brinda una aproximacion, pues en realidad las repeticiones del experimento no son
independientes. La férmula obtenida de esta manera es

364 21

P(X>1)=1-P(X =0) :1—(

Por ejemplo, cuando m = 23 se tiene:

| 365 x 364 x -~ x (365 —m + 1)
3657

~ 0.5073,

Lon(m—
1— (364)=70" D < 0500477,

Una pregunta que resulta mucho mas dificil de calcular con exactitud es la siguiente: ;Cual
es la probabilidad de que al menos dos personas en un grupo de m personas escogidas al azar
celebren su cumpleanos con a lo mas un dia de diferencia?! Sin embargo, es posible aproximar

el resultado mediante una distribucién binomial considerando n = 7721 y p = 3/365. Por
ejemplo, para m = 14 la probabilidad exacta es alrededor de 0.537493, mientras que la
aproximacién binomial es 1 — (1 — p)™ & 0.5281225.

4. Sea X una variable aleatoria que es una distribucién binomial con valores 0,1,...,n y con

probabilidad de acierto p. Entonces E(X) =npy 02(X) = np(1 — p).
5.1.1.  Tarea.

1. El tesorero de un reino recibe de parte del rey la orden de llenar 100 sacos con 100 monedas
de oro cada uno. Mientras realiza el encargo, el tesorero sustituye una moneda de oro por una
moneda de plomo en cada saco. El rey sospecha del engano de su stubdito y le aconsejan dos
métodos para verificar los contenidos de los sacos. El primer método consiste en sacar al azar
una moneda de cada uno de los 100 sacos. El segundo método consiste en escoger 25 sacos
y sacar al azar 4 monedas de cada uno de ellos. ;Qué método da la mayor probabilidad de
descubrir al impostor?

2. Sea X una variable aleatoria que es una distribucién binomial con p = 1/2. Usar el teorema
de Chebychev para hallar una cota para p(X < 10) si n = 36. Comparar con el valor exacto
de p(X < 10).

171 Nauss (An extension of the birthday problem, The American Statistician, 1968) encontré la respuesta para

la situacién mas general en la que el grupo consta de m personas y se pregunta por la probabilidad de que dos o més
(364—md)!

de ellos celebren su cumpleafios con a lo méas d dias de diferencia, siendo esta igual a 1 — 3657 =1(365—m(d+ 1)) "
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3. En una campana publicitaria durante el préximo campeonato europeo de futbol, coca cola
ha impreso la imagen de un balén en la parte inferior de la tapa de una de cada mil latas de
coca cola. Cualquiera que entregue una de esas tapas antes de una fecha determinada recibira
una entrada gratuita para la final del torneo de fitbol. Se han comprado 1500 latas de coca
cola para una fiesta escolar y se consumiran en dicha fiesta. ;Cual es la probabilidad de que
coca cola entregue una o m$ entradas gratuitas entre los asistentes a la fiesta escolar?

4. FEl daltonismo aparece en el 1% de las personas de cierta poblacién. ;Qué tan grande debe
ser una muestra de personas elegidas al azar en esa poblacién para que la probabilidad de
que al menos una persona daltonica esté en dicha muestra sea mayor que 0.957

5. Considerar un grupo de 25 personas seleccionadas al azar. ;Cudl es aproximadamente la
probabilidad de encontrar en este grupo tres o més personas que celebren su cumpleanos el
mismo dia? ;Y cudl es aproximadamente la probabilidad de encontrar tres o mas personas
que celebren su cumpleanos con a lo mas un dia de diferencia?

5.2. Como la estadistica ayudd en un descubrimiento merecedor de un premio Nobel.
Las bacterias han sido estudiadas intensamente desde que han sido reconocidas como causas de en-
fermedad. La reproducién bacteriana parece ser completamente asexual y parece que las bacterias
transmiten sus caracteristicas a su descendencia. Por ejemplo, los experimentos muestran que si una
poblacién de bacterias se somete a una toxina particular, casi todas las bacterias mueren; sin em-
bargo, unas pocas sobreviven y formardn colonias que son resistentes permanente y especificamente
a esa toxina en particular. Debido a esto, muchos investigadores argumentaron (ofreciendo incluso
modelos matemdticos) que el contacto con esa toxina en particular inducia a algunas bacterias a
adquirir resistencia y heredarla a su descendencia.

Por otro lado, habia investigadores que afirmaban que las nuevas caracteristicas adquiridas por
las bacterias pueden explicarse mediante mutaciones genéticas accidentales y las bacterias que las
sufren se convierten en dominantes en ese entorno. En particular, una mutacién puede ser reversible
y las nuevas caracteristicas adquiridas por las bacterias pueden perderse. Estos investigadores argu-
mentaban que las aparentes caracteristicas adquiridas por las bacterias bajo el estrés provocado por
el entorno son producto de métodos experimentales inadecuados y modelos que fallan en reconocer
el mecanismo de mutacién en poblaciones tan vastas con individuos que se reproducen asexualmente
con rapidez. En 1943 Salvador Luria y Max Delbriick mostraron que la hipétesis de la seleccién na-
tural mediante mutacién accidental era la correcta, haciendo un uso ingenioso y crucial de la media
y la varianza. Por este trabajo se les otorgé el Premio Nobel de Fisiologia y Medicina en 1969.

En el experimento se usé cierto tipo de bacteria que es atacada por cierto virus, de manera que al
reproducirse el virus en ella ocasiona su muerte. Si la poblacién de bacterias es pequeiia, digamos con
alrededor de 10° individuos, la poblacién muere por completo, pero en una problacién de alrededor
de 10° individuos hay buenos chances de que sobrevivan bacterias y formen colonias. Se quieren
comparar entonces dos teorfas: la teorfa de la mutacién (que afirma que la resistencia de la bacteria
se debe a una mutacién accidental y que, por lo tanto, la bacteria era resistente desde antes del
ataque con el virus) y la teorfa de la adaptacién (que afirma que la resistencia de la bacteria se
crea a partir del ataque con el virus). No se puede saber desde antes del ataque si una bacteria es
resistente al virus, solamente es posible identificar la resistencia mediante el ataque del virus.

En el experimento de Luria y Delbriick, una cantidad grande K de bacterias iniciaron cada una su
colonia. Suponer que la unidad de tiempo es igual al promedio que dura una bacteria en reproducirse
por divisién celular, de manera que después de un tiempo 7' cada colonia tendria aproximadamente
2T bacterias. Después de un tiempo en que se dan las condiciones idéneas para el crecimiento de
las colonias hasta alcanzar una poblacién con N individuos cada una, las colonias son expuestas
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al virus, y poco después se cuentan las bacterias sobrevivientes de cada colonia, dando una lista

(x1,22,...,TK).

Si la teoria de la adaptacién es correcta, cada bacteria tiene una probabilidad pequena p de
desarrollar inmunidad a la infeccién. La probabilidad de que la k-ésima colonia tenga X; = n
sobrevivientes estd dada por una distribucién binomial p(X; = n) = ﬁp”(l —p)N=" con
E(Xy) = Npy c*(Xy) = Np(p—1). Luego, si X = Zszl X}, se tiene

2(X
X
E(X)

Por lo tanto, aunque no se conozca el valor exacto de p, podemos afirmar que si la hipétesis de la
adaptacién es correcta entonces UeQXp/ Hexp deberia ser independiente de N y cercano a 1.

Si la teoria de la mutacién es correcta, hay una probabilidad pequena g de encontrar individuos
que hayan mutado antes de la exposicién al virus para ser inmunes. Para simplificar vamos a con-
centrarnos en los K fundadores de colonias. La idea intuitiva es que cuando un fundador de una
colonia es inmune, practicamente toda su colonia sobrevivird, y cuando un fundador no es inmute,
practicamente toda su colonia desaparecera, y esta diferencia debe notarse en que hay una mayor
varianza en los datos. La hipétesis de fijarse basicamente en el fundador no estd tan alejada de
la realidad, pues asi como pueden aparecer eventualmente bacterias inmunes en una colonia con
probabilidad pequena, puede suceder también que la inmunidad se pierda eventualmente en cier-
tos individuos de una colonia con probabilidad pequena, compensandose. La distribucién binomial
p(Y =k) = WKLLC)!qk(l — )% =% nos da la probabilidad de tener k fundadores de colonias inmunes.

Entonces el valor esperado de la poblacién total de bacterias es E(X) = E(NY)=NE(Y) = NKq
y la varianza es 0?(X) = 0?(NY) = N%0(Y) = N2Kq(1 — q), por lo tanto
o?(X)
E(X)

=N(1—q).

En conclusién, aunque no se conozca el valor exacto de ¢, podemos afirmar que si la hipdtesis de la
mutacién es correcta entonces o2, ,/fexp deberfa ser aproximadamente N.

Lo que resta es comparar con el resultado del experimento, codificado por el listado (21, z2, ..., Tk)
de las cantidades de bacterias sobrevivientes en cada colonia. En nuestra descripciéon simplificada
del experimento sera suficiente considerar la media experimental y la varianza experimental de la
poblacion sobreviviente

1 & 1 &
2 2
Hexp = ? ;xk; Jexp = ? ’;(xk - ,uexp) .

Los datos estadisticos que se obtuvieron a partir del experimento favorecieron esta hipotesis de ma-
nera concluyente. En conclusiéon, la habilidad aparente de las bacterias para responder rapidamente
y adaptarse a los cambios en su medio no es sino consecuencia de mutaciones al azar en poblaciones
enormes que se reproducen rapidamente.

6. TERCER EXAMEN PARCIAL

1. Un examen consiste de 5 preguntas de opcion multiple. Cada pregunta tiene 3 opciones
de respuesta, de las cuales solamente una es correcta. Un estudiante responde al azar cada
pregunta del examen. ; Cuél es la probabilidad de contestar correctamente 4 o méas preguntas?

2. Sea X una variable aleatoria que toma un nimero finito de valores. Sean u y o? la media y
la varianza de X, respectivamente. Hallar la media y la varianza de Y = (X — u)/o.



24 JORGE LUIS LOPEZ LOPEZ (BASADO EN EL LIBRO UNDERSTANDING PROBABILITY, DE HENK TIJMS)

3. La probabilidad de que en un parto nazca una nifia o un nifio no es exactamente igual a 1/2.
Tipicamente, en cada 205 partos nacen 100 ninas y 105 ninos. Determinar el niimero esperado
de ninas en una familia con 6 hij@s.

4. Sean X y Y variables aleatorias que toman un ndmero finito de valores. Si E(X) =75 = E(Y),
o%(X) = 10, 0*(Y) = 12, y cov(X,Y) = —3, dar una cota superior para p(|X — Y| > 15)
aplicando el teorema de Chebychev a la variable aleatoria X — Y.

5. Sea X la cantidad de 1’s y Y la cantidad de 2’s que caen al lanzar n veces un dado honesto.
Verificar que cov(X,Y) = —n/36.

Sugerencia: definir para cada i = 1,...,n, las variables

Y. 1 sien el i-ésimo lanzamiento cae 1,
"7 1 0 sien el i-ésimo lanzamiento no cae 1.

v 1 sien el i-ésimo lanzamiento cae 2,
' 0 sien el 7-ésimo lanzamiento no cae 2.

6. N personas llegan por separado a la cena de una compaiiia. Al llegar, cada persona da un
vistazo para localizar a sus amigos presentes; luego esa persona se sienta en la mesa de un
amigo presente o se sienta en una mesa desocupada si no hay amigos presentes. Suponiendo
que cada uno de los N(N — 1)/2 pares de personas son amigos con probabilidad p, y que
cada par de personas son amigos o no independientemente de los demds pares, mostrar que
la cantidad esperada de mesas ocupadas es ﬂ.

Sugerencia: definir para cadai=1,..., N,

X 1 sila i-ésima persona en llegar se sienta en una mesa desocupada,
¢ 0 si la i-ésima persona en llegar se sienta en una mesa ocupada.

7. VARIABLES ALEATORIA CONTINUAS

En la Seccién 4 trabajamos los conceptos de media y varianza para variables aleatorias X : M — R
que tomaban un numero finito de valores, pero también son interesantes otras variables aleatorias,
como veremos en esta seccién.

M4s precisamente, vamos a considerar una variable aleatoria z : M — [a, b] con una distribucién
de probabilidad de la forma

d
p(cgmgd):/ f(z)dx paratodoa <c<d<b,

donde f : [a,b] — R es una funcién continua. Tal funcién f serd llamada densidad de probabilidad
de la variable aleatoria x.

Ejemplo 1. Se escoge al azar un ntimero z en el intervalo [a,b]. De acuerdo con la férmula de
Cardano, podemos admitir que la probabilidad de escoger un ntiimero en un subintervalo [¢, d] C [a, b]
estd dada por p(c < x < d) = (d — ¢)/(b — a). Entonces la densidad de probabilidad debe ser una
funcién f que cumple fcdf(x)da: =(d—c)/(b—a), paratodo a < c < d<b. Luego f:[a,b] = Res
la funcién constante f(z) =1/(b— a).

Ejemplo 2. Se escoge un punto al azar en el interior de un disco de radio r. Sea p la variable
aleatoria que denota la distancia de este punto al centro del disco. De acuerdo con la férmula de
Cardano, admitiremos que p(c < p < d) = (d? — ¢?)/r? para todo 0 < ¢ < d < r. Por lo tanto, la

dp? 2
densidad de probabilidad debe cumplir [ f(p)dp = (d? — ¢2)/r?, Tuego f(p) = ~— = =&

= dp/]"iQ = 7"72 por el
Teorema Fundamental del Célculo.
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Ejemplo 3. Una vara de longitud uno es quebrada al azar en dos partes. La variable aleatoria ¢
denota la razén de la longitud de la pieza mas corta entre la longitud de la mayor. En este caso se
cumple p(c < ¢ < d) =2d/(1+d) — 2¢/(1 + ¢) para todo 0 < ¢ < d < 1. El Teorema Fundamental

2q 2
S dgl+q  (1+9)%

del Célculo nos dice que f(q)

7.1. Tarea.

1. Se escoge al azar un punto dentro de una esfera de radio r. ;Cual es la densidad de la variable
aleatoria dada por la distancia del punto escogido al centro de la esfera? (Puede ser ttil
recordar que el volumen de una esfera de radio r es 4773/3.)

2. Se escoge un punto (x,y) al azar dentro del circulo unitario. La variable aleatoria v denota el
valor absoluto de la coordenada = del punto escogido. ;Cudl es la densidad de la variable v?

3. Se escoge un punto al azar dentro de un tridngulo cuyas longitudes de altura y base son h
y b, respectivamente. ;Cudl es la densidad de la variable que indica la distancia del punto
escogido a la base del tridngulo?

4. Considerar una variable aleatoria = con valores en el intervalo [—7/2,7/2] y con densidad
de probabilidad f(z) = %cos x. Verificar las hipdtesis de una medida de probabilidad para
concluir que efectivamente f(x) se puede considerar como una densidad de probabilidad. En
particular, si « toma valores en el intervalo [—m/2,7/2], la funcién f(x) = « cosz solamente
puede ser densidad de probabilidad cuando o = 1/2.

Definicién. Sea z : M — [a, b] una variable aleatoria con densidad de probabilidad f : [a, b] — R.

El valor esperado de x se define mediante E(z) = f; xf(x)dz.
Ejemplo 1’. Se escoge al azar un nimero z en el intervalo [a, b]. Entonces E(z) = (a +b)/2.
Ejemplo 2’. Se escoge un punto al azar en el interior de un disco de radio r. Sea p la variable
aleatoria que denota la distancia de este punto al centro del disco. Entonces E(p) = 2r/3.
Ejemplo 3'. Una vara de longitud uno es quebrada al azar en dos partes. La variable aleatoria
q denota la razén de la longitud de la pieza més corta entre la longitud de la mayor. Entonces

1 1 1
2q dq /( 2 2 ) { 2
E(q)= | 2™ _ 2 % dg=|2In(1+¢)+——| =2In2—1~0.3%63.
(@) /0(1+Q)2 o \I+qg (1+¢2)" 1+ 1+4q],

7.2. Tarea.

1. Se escoge al azar un punto dentro de una esfera de radio r. ;Cudl es el valor esperado de la
variable aleatoria dada por la distancia del punto escogido al centro de la esfera?

2. Se escoge un punto (z,y) al azar dentro del circulo unitario. La variable aleatoria v denota
el valor absoluto de la coordenada z del punto escogido. A qué es igual E(v)?

3. Se escoge un punto al azar dentro de un tridngulo cuyas longitudes de altura y base son h y
b, respectivamente. ;Cudl es el valor esperado de la variable que indica la distancia del punto
escogido a la base del triangulo?

Sea x una variable aleatoria con densidad de probabilidad f(z) y sea g es una funcién con valores
reales. No es necesariamente cierto que la variable aleatoria g(x) tiene a f(z) como densidad de

probabilidad. Por ejemplo, si x es una variable aleatoria con valores positivos que tiene densidad de

probabilidad f(x), entonces la densidad de probabilidad de la variable aleatoria y = 22 es /)

27
(En general, si g es diferenciable y estrictamente creciente o estrictamente decreciente, la densidad
de probabilidad de la variable y = g(x) es f(h(y))|h'(y)|, donde h(y) es la funcién inversa de g(z).)
Por lo tanto puede ser 1til usar la Regla de Substitucion, que sigue siendo vélida para variables

continuas.
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Regla de Substitucion. Si z es una variable aleatoria con densidad f(x), entonces para cualquier
funcién diferenciable biyectiva g, el valor esperado de la variable aleatoria g(x) puede calcularse

mediante E[g(z)] = f;g(x)f(x)dx

Ejemplo 3”. Una vara de longitud uno es quebrada al azar en dos partes. La variable aleatoria
q denota la razén de la longitud de la pieza mds corta entre la longitud de la mayor. Si z € (0,1/2]
es la variable que indica que la vara se partié en pedazos de longitudes x y 1 —z, entonces ¢ = 1.

Aceptamos que p(c < z < d) = 2(d — ¢) para cualquier subintervalo [c,d] C (0,1/2], y por lo tanto
la densidad es f(x) = 2. Aplicando la Regla de Substitucién,

12 9.0 d 1/2 9
E(q):/o T :/O ( —2> dr = [~21In(1 — z) — 22]5/* = 2In 2 — 1 ~ 0.3863.

1—x 1—2

Ejemplo 4. El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Luego, cuando
un diamante se parte en dos pedazos accidentalmente, pierde valor. Queremos calcular la precio
esperado por ambos pedazos.

Para esto, vamos a suponer que el diamante completo tiene peso w y precio a. Sea x € (0,1/2] la
variable que indica que el diamante se parti6 en dos pedazos con pesos zw y (1 — x)w. Aceptaremos
que p(c < z < d) = 2(d — ¢) para cualquier subintervalo [c¢,d] C (0,1/2]. El costo total por los dos
pedazos de diamante es y = az? + a(1 — x)?, y el valor esperado del costo total es E(y) = 2a/3.

Definicién. Sea = : M — [a, b] una variable aleatoria con densidad de probabilidad f : [a,b] — R.
La varianza de x se define mediante o?(x) = E(|x — p|?), donde u = E(z). Se verifica ficilmente
que 02(x) = E(x?) — p?.

Ejemplo 1”. Se escoge al azar un nimero z en el intervalo [a, b]. Entonces o2(z) = (a — b)?/12.

Ejemplo 2”. Se escoge un punto al azar en el interior de un disco de radio 7. Sea x la variable
aleatoria que denota la distancia de este punto al centro del disco. Entonces o?(x) = r?/18.

Nota: La desigualdad de Chebychev sigue siendo vdlida.

7.3. Tarea.

1. Se escoge al azar un punto dentro de una esfera de radio r. ;Cudl es la desviacion estandar
de la distancia del punto escogido al centro de la esfera?

2. Una vara de longitud uno es quebrada al azar en dos partes. Sea ¢ la variable aleatoria que
denota la razén de las longitudes de la pieza maés larga entre la pieza mas corta. Calcular el
valor esperado E(q) e interpretar el resultado.

3. Counsiderar una variable aleatoria x con valores en el intervalo [—7/2,7/2] y con densidad de
probabilidad f(z) = 3 cosz.

a) Mostrar que p(0 < sin®x < 1/5) = 1/\/5
b) Mostrar que la media y la desviacién estandar para la variable aleatoria sin

y o= /4/45.

Zrsonp=1/3

8. DISTRIBUCION NORMAL

La Figura 1 muestra curvas en forma de campana que son gréaficas de funciones de la forma

(© B(a) = — e/
oV2m

en donde p, o € R son pardametros que pueden variar, con la unica restricciéon ¢ > 0. Una curva de

este estilo es llamada curva normal, o curva de Gauss, o campana de Gauss>.

Es posible mostrar que la curva normal cumple lo siguiente:

2Es una curiosidad que vale la pena sefialar el hecho de que tres ntimeros importantes aparecen en la férmula de
la curva normal: v/2, 7 y e.
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F1curA 1. Tlustracién tomada de https://es.wikipedia.org/wiki/Distribucién_normal

1. Tiene un méximo en x = .

2. Es simétrica con respecto a la recta x = pu.

3. El area total bajo la curva es igual a 1. Esto es un poco mas dificil de probar debido a
que f(z) no posee primitiva (y por lo tanto no es posible la integracién usando el Teorema
Fundamental del Célculo).

Una distribucion normal con pardmetros p y o consiste de una variable aleatoria x que toma
valores en todo R tal que

ple<z<d)= 3@=m)?/o® gy

< 5 \ﬁ

La distribucién normal con pardmetros = 0y o = 1, cuya ¢ tiene la gréfica ilustrada de color
verde en la Figura 1, es llamada distribucion normal estandar. Un célculo sencillo muestra que, como
la notacién sugiere, pu = E( )y 02 = var(z).

La funcién ®(7) = \ﬁ f_ e~ 2% dz, que indica la probabilidad p(X < 7) para la distribucién
normal estandar, se encuentra en tablas matematicas para muchos valores de 7, y también es una
funcién rutinaria en varios programas. Usando ® se puede hallar la medida de probabilidad para
cualquier distribucién normal: si x es una distribucién normal con parametros p y o, entonces

(7)
1 1.2 d—p c— i
<z<d) = —— 3(@=m)?/0% g — / de:q)< >—<1>< )
pleswsd O'\/27T/C \/27r (c—p) /o c Y o o
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(la segunda igualdad se obtiene a partir del cambio de variable y = (x — u)/0).

Ejemplo. El periodo de gestaciéon humano satisface una distribucién normal con p = 266 dias y
o = 16 dias. Entonces el porcentaje de nacimientos que se retrasan més de 20 dias del valor esperado
es aproximadamente 10.6 % pues p(286 < x) &~ 0.10565.

8.1. Utilidad de la distribucién normal: teorema de Limite Central. Sean X1, X5,...
una sucesién de variables aleatorias independientes (no importa si son finitas o continuas, aunque
para nuestras aplicaciones basta que sean finitas) definidas en el mismo espacio muestral con una
medida de probabilidad p. Suponer que E(Xy) = pux y var(Xy) = o; para cada k € N. Entonces
EXi+-+Xp) =p1+ -+ p, yvar(Xy + -+ + X)) = 03 + -++ + 02 para cualquier n € N.
Resulta que la variable aleatoria X = X; +--- 4+ X, se comporta como una distribucién normal con
pardmetros jq + -+ + pn y /02 + -+ + 02 cuando n es suficientemente grande:
Teorema del Limite Central. Para cualesquiera c¢,d € R con ¢ < d, se tiene

b— " — n
lm p(c< X1 4+ X, <d) = (1 + -+ pn) ol (1 + - + in) .
n— o0 0%+...+0-TQL U%+...+U%

No revisaremos la demostracién de este profundo resultado, solamente veremos ejemplos de su
aplicacion.

En particular, cuando pu, = py o = o para cada k € N (seria el caso en que el mismo experimento
se repite una infinidad de veces, por ejemplo) entonces la férmula anterior se expresa como

, d—np c—np
1 <X+ +X,<d)=92 - .
Am ple < Xy oo+ Xp < d) (Uﬁ> (m>

De esta forma, el Teorema del Limite Central puede servir para aproximar el resultado de un
experimento de Bernoulli que se repite n veces con probabilidad de acierto p (en cuyo caso la distri-
bucién binomial da el resultado exacto, y la distribucién normal serfa solamente una aproximacién).
Mas precisamente, sea

Y, — 1 sise obtiene un acierto en la repeticion k del experimento,
¥~ 0 sino se obtiene acierto en la repeticion k del experimento.

Puesto que px =py o = p(1 — p) para cada k, el Teorema del Limite Central establece que

d— —
Iim plc< X1+ + X, <d) =0 L N I N (R
e np(1 —p) np(1 = p)

Esta aproximacién se considera adecuada por la teorfa cuando np > 5y n(1 —p) > 5.

Ejemplo del vuelo Guadalajara-Monterrey revisado. Recordar que este ejemplo consistia
en un experimento de Bernoulli que se repetia n = 160 veces con p = 9/10. Si X indica el nimero de
pasajeros que se presentan al vuelo, se obtuvo p(X > 151) &~ 0.0359 usando distribucién binomial.
Se hard ahora el calculo usando la aproximacion normal. Sea X; la variable que indica si el pasajero
Jj se presenta, entonces 1 = 9/10 y o = 3/10. Se desea conocer p(151 < X;+-- -+ Xi60) sabiendo que
X = X1+ -4 X0 se comporta aproximadamente como una distribucién normal con pardmetros
nu = 144 y o+/n ~ 3.7947, obteniendo p(151 < X3 + -+ + X160) =~ 0.0325.

Aguja de Buffon y experimento de Lazzarini. Recordar que el mateméatico Mario Lazzarini
reporté haber lanzado una estaca 3408 veces en un piso reglado, agregando que la estaca cruzé las
rectas paralelas del piso reglado en 1808 ocasiones (ver pag. 7). Considerar la variable

X, — 1 sila estaca cruza una recta paralela en la repeticion k del experimento,
k 0 sila estaca cruza una recta paralela en la repeticiéon k del experimento,
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para k = 1,...,3408. Analizaremos el reporte de Lazzarini usando la probabilidad p = % de que

la aguja caiga cruzando el reglado del piso. Entonces np =~ 1808.00015 y /np(l —p) ~ 29.13462,
de donde p(1807 < X < 1809) = 0.02738 y, por lo tanto, hay razén para sospechar que Lazzarini
mintid, o que al menos realizé el experimento sin los cuidados necesarios para permitir que el azar
jugara su papel?.

Vacuna contra la polio. Este es un caso con datos reales. La vacuna de Salk contra la polio
fue probada en 1954 mediante un experimento cuidadosamente disenado. Participaron en é1 400,000
ninos, que se separaron al azar en dos grupos de igual tamano. La vacuna se suministré a un grupo,
el de tratamiento, y se le inyecté placebo al otro grupo, el de control. Ningtin nino sabia en cual de
los dos grupos fue colocado. En el grupo de tratamiento 57 ninos contrajeron polio, mientras que en
el grupo de control 142 nifios la contrajeron. Con estos datos, ;qué tan confiable es la afirmacién de
que la vacuna funciona?

Supongamos que la vacuna no funciona. Esto se traduce en que cada individuo enfermo tiene
la misma probabilidad de pertenecer al grupo de tratamiento o al de control. Bajo esta hipétesis,
podemos considerar un experimento de Bernoulli con probabilidad de acierto p = 1/2 (un “acierto”
consiste en pertenecer al pertenecer al grupo de tratamiento, mientras que un “error” consiste en
pertenecer al grupo de control) que se repite 199 veces. ;Cudl es la probabilidad de que a lo més
57 nifios del grupo de tratamiento se enfermen? Se tiene p(X < 57.5) ~ ®(502:295) ~ 1.3x107°.
Esto indica que es extremadamente dificil el que, por azar, solamente 57 (o menos) de los 199
ninos enfermos pertenezcan al grupo de tratamiento. Podemos concluir entonces que la hipétesis es
incorrecta y entonces la vacuna influye en el resultado; por lo tanto funciona.

El experimento de los volados. Se lanzan n volados. Sea

X, — 1  si cae dguila en el volado ntimero k,
¥= 1 0 sino cae dguila.

(Cudnto es lo méximo que X = X; + -+ + X,, puede diferir del valor esperado n/2 para poder
considerar el resultado como algo dentro de lo “usual”? Para cualquier constante ¢ > 0 se tiene
(8)
n n 2c —2c 2c 2c 2c
oe<x<l ):(b L)oo =)= =) -(1-0(=))=20("2) -1
(5-esx=gd = () -2 () -+ () -(-*(5) - (F)
Nos gustaria hallar ¢ que satisface 2® (%) -1< %, ie. ¢ (%) < %, luego 2¢ < 1.964/n.
Por lo tanto, en el experimento de los volados, cualquier resultado que se aleje menos de 0.96+/n

del valor esperado n/2 es “usual”. Por ejemplo, si n = 400, se tiene que 0.964/400 ~ 19.2, por lo
tanto, si se reportan 200 + 20 = 220 dguilas o mads, existiria razén para desconfiar de tal resultado.

8.2. Tarea.

1. Un estudiante presentd su examen final, el cual consistié de 50 preguntas de opcién multiple.
Cada pregunta tenia 3 opciones de respuesta y solamente una de las opciones era correcta. El
estudiante contesté correctamente 26 preguntas, y afirmé que contest6 el examen totalmente
al azar pues no estudié para el examen ni entendié nada durante el curso. ;Deberiamos
creerle?

2. En 1986 aparecié un articulo en la primera pagina del New York Times acerca de los resul-
tados de un proyecto de investigacion sobre el efecto de una ligera dosis de aspirina en la

3Un célculo de L. Badger en Mathematics Magazine (1994) estima que hay que repetir alrededor de n = 134 x 1012
veces el experimento para obtener una aproximacién de seis cifras decimales de 7, como obtuvo Lazzarini. Recordar

que T = j—é A~ =2 pues p & f3408, la frecuencia relativa de la cantidad de aciertos. Cuando hay 1807 y 1809 aciertos,

p = 3f3a08
las aproximaciones de 7 resultan ser 3.14333 y 3.13986 respectivamente; es decir, a los més dos cifras decimales.
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incidencia de paros cardiacos. Mediante un cuidadoso método se selecciond al azar un grupo
de 22000 hombres saludables de mediana edad que fueron divididos al azar en dos grupos del
mismo tamano: el “grupo aspirina” y el grupo placebo. En el grupo aspirina ocurrieron 104
paros cardiacos, mientras que en el grupo placebo ocurrieron 209. Analizar, en base a estos
resultados, si es razonable pensar que la aspirina contribuye a prevenir paros cardiacos.

3. Considerar la cantidad de lluvia en Amsterdam durante cada uno de los meses del afio como
doce variables aleatorias independientes con valores esperados 62.1, 43.4, 58.9, 41.0, 48.3, 67.5,
65.8, 61.4, 82.1, 85.1, 89.0 y 74.9 mm. y desviaciones estandar de 33.9, 27.8, 31.1, 24.1, 29.3,
33.8, 36.8, 32.1, 46.6, 42.4, 40.0 y 36.2 mm. Calcular un valor aproximado para la probabilidad
de que la cantidad de lluvia en Amsterdam sea mayor que 1000 mm. el préximo afno.

4. Considerar el experimento de escoger un digito al azar, es decir, escoger al azar un elemento
del conjunto {0,...,9}. Designar por X al digito escogido. Suponer que la probabilidad de
que cada digito sea escogido es 1/10. Calcular E(X) y o(X). ;Segin el Teorema del Limite
Central, qué sumas de 100 digitos generados al azar son consideradas demasiado grandes o
demasiado chicas como para ser consideradas extraordinarias (o inusuales)?

5. Una compania fabrica ligas y las empaca en paquetes de 200 ligas cada uno. El peso de una
liga individual es una variable aleatoria con una distribuciéon desconocida, pero se sabe que
la media es aproximadamente de medio gramo, con una desviacién estandar aproximada de
un centécimo de gramo. Hallar la probabilidad de que el paquete pese méas de 101 gramos.

9. CUARTO EXAMEN PARCIAL

Instrucciones. Se calificard el procedimiento tinicamente; un resultado sin procedimiento, o con
procedimiento equivocado, o mal redactado, no tendrd NINGUNA validez (aunque el resultado sea
correcto).

Promedio final. Si a un alumno le conviene, el cuarto examen parcial le contard como el 50 %
de la calificacién final del curso. Pero si a un alumno no le conviene lo anterior, el cuarto examen
parcial le contara igual que los otros exdmenes parciales.

También se eliminarda de los tres primeros parciales el de menor calificaciéon de cada alumno.
Asi que en total solamente se tomaran en cuenta tres parciales para la calificacion final del curso:
dos parciales de los anteriores y el cuarto parcial (pudiendo tener mayor peso este ultimo, como se
enuncié en el parrafo anterior).

Finalmente, en el promedio que dan estos tres parciales, los decimales se redondean al siguiente
entero si son mayores o iguales que .5 y se redondean al entero anterior si son inferiores a .5,
quedando como calificacién final del curso dicho entero redondeado. No se tomara en cuenta ningin
otro pardmetro en la calificacién (dedicacién, esfuerzo, asistencia, situaciones personales, etc.)



